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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ðåæèìîâ îáóñëîâëåíî

íåëèíåéíîñòüþ ïîäñèñòåì, íåîäíîðîäíîñòüþ ïàðàìåòðîâ è ñâÿçåé, à òàêæå

âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè, ÷àñòî øóìîâûìè. Øóì è íåîäíîðîäíîñòè ìîãóò

îêàçûâàòü êàê äåñòðóêòèâíîå, òàê è êîíñòðóêòèâíîå âîçäåéñòâèå. Ðàíåå èñ-

ïîëüçîâàëèñü èñòî÷íèêè ãàóññîâà øóìà, îïèñûâàþùèå ìíîãèå ïîìåõè, òàêèå

êàê òåïëîâîé øóì. Îäíàêî ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðåàëü-

íûé øóì ìîæåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå ñ òÿæåëûì õâîñòîì, âûçûâàþùèì èì-

ïóëüñû áîëüøîé àìïëèòóäû. Øóì Ëåâè ìîäåëèðóåò òàêèå ïðîöåññû, ïðîÿâ-

ëÿÿ èìïóëüñû âûñîêîé àìïëèòóäû, è ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê ãàóññîâñêîìó øóìó è

øóìó Êîøè. Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â òåëåêîììóíè-

êàöèîííûõ è èíæåíåðíûõ ñèñòåìàõ, îïòîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ, íåéðîí-

íûõ ñåòÿõ, ñåðäå÷íûõ ðèòìàõ, ôèíàíñîâûõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, à òàêæå

â ðåàêöèè ëåñîâ íà çàñóõó è ïîæàðû, ïðîèçâîäñòâå ìÐÍÊ è áåëêîâ è ò.ä.

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ñåòè ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ñëîæíóþ äèíàìèêó

èç-çà âíóòðåííåãî è âíåøíåãî øóìà, à òàêæå íåëèíåéíîñòè ýëåìåíòîâ. Ýòî

ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì ðåæèìàì, îò íåêîãåðåíò-

íûõ äî ñèíõðîíèçèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå âîçðîñ èí-

òåðåñ ê íîâûì ðåæèìàì ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè, òàêèì êàê õèìåðíûå è

óåäèíåííûå ñîñòîÿíèÿ. Õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîñóùåñòâîâà-

íèåì êîãåðåíòíûõ è íåêîãåðåíòíûõ êëàñòåðîâ. Óåäèíåííûå ñîñòîÿíèÿ âîçíè-

êàþò, êîãäà îäèíî÷íûå óçëû ñîñóùåñòâóþò ñ êîãåðåíòíûìè ãðóïïàìè. Ýòè

ðåæèìû íàáëþäàþòñÿ êàê â ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ, òàê è â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Øóì ìîæåò èãðàòü êàê êîíñòðóêòèâíóþ, òàê è äåñòðóêòèâíóþ ðîëü â

ôîðìèðîâàíèè ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè. Îí ìîæåò âûçûâàòü íîâûå òèïû

õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð, êîãåðåíòíî-ðåçîíàíñíûå õèìåðû èëè õèìåðû

ñàìîèíäóöèðîâàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Íåêîòîðûå õèìåðû ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåõîäíûìè è èìåþò êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè, êîòîðîå ìîæåò èçìåíÿòü-

ñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì øóìà. Àääèòèâíûé è ìóëüòèïëèêàòèâíûé øóì ìîæåò

ïîâûñèòü âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé (ýôôåêò ¾õèìåðíîãî

ðåçîíàíñà¿). Â ñåòè îñöèëëÿòîðîâ ÔèòöÕüþ-Íàãóìî àääèòèâíûé øóì ñïîñî-

áåí ïîäàâèòü âñå ðåæèìû, êðîìå õèìåðíûõ. Â íåéðîííîé ñåòè Õèíäìàðøà-
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Ðîóçà øóì Ëåâè ìîæåò âûçâàòü èëè ïîäàâèòü ñîñòîÿíèå õèìåðû. Ââåäåíèå

øóìà ñíèæàåò âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäèíî÷íûõ ñîñòîÿíèé è êîëè÷åñòâî

îäèíî÷íûõ óçëîâ, ïðèâîäÿ ê ïåðåõîäó îò óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé ê ïÿòíè-

ñòîé ñèíõðîíèçàöèè. Îäíàêî âëèÿíèå øóìà Ëåâè íà õèìåðû è óåäèíåííûå

ñîñòîÿíèÿ èçó÷åíî íåäîñòàòî÷íî.

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìû èññëåäóåì ñåòü íåëîêàëüíî

ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî-Ëîçè, ÷òîáû èçó÷èòü âëèÿíèå øóìà Ëåâè íà

õèìåðû è óåäèíåííûå ñîñòîÿíèÿ. Îòîáðàæåíèå Ýíî-Ëîçè ñî÷åòàåò â ñåáå äè-

íàìè÷åñêèå ñâîéñòâà îáîèõ îòîáðàæåíèé. Ìû èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå, ïðåä-

ëîæåííîå Ì.À. Àçèç-Àëàóè, Ê. Ðîáåðòîì è Ê. Ãðåáîãè. Ñåòü îòîáðàæåíèé

Ýíî-Ëîçè ìîæåò ïðîÿâëÿòü õèìåðû è óåäèíåííûå ñîñòîÿíèÿ. Ìû èññëåäóåì

ýòè ðåæèìû ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ëîêàëüíîé äèíàìèêè è ñèëû ñâÿçè

ìåæäó óçëàìè, àíàëèçèðóåì âëèÿíèå øóìà Ëåâè è ñðàâíèâàåì ðåçóëüòàòû

ñ äàííûìè äëÿ ñåòåé îòîáðàæåíèé Ýíî è Ëîçè â ïðèñóòñòâèè ãàóññîâñêîãî

øóìà.

Öåëüþ äàííîé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû áûëî èçó÷èòü ñõîä-

ñòâà è ðàçëè÷èÿ õàðàêòåðèñòèê ïåðåõîäà ¾êîãåðåíòíîñòü�íåêîãåðåíòíîñòü¿

â àíñàìáëå íåëîêàëüíî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ íåãèïåðáîëè-

÷åñêèìè è ãèïåðáîëè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëåé áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷èòü ìãíîâåííûå ïðîôèëè êîëåö ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ ïàðöèàëüíûõ

ýëåìåíòîâ è ðàçëè÷íîé ñèëå ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè;

2. Ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå ñëàãàåìîãî ñâÿçè â àíñàìáëÿõ;

3. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðèìåíÿëîñü êîìïüþòåðíîå ìîäå-

ëèðîâàíèå, êîòîðîå âêëþ÷àëî â ñåáÿ íàïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîäà íà ÿçûêå

ïðîãðàììèðîâàíèÿ C, è âèçóàëèçàöèþ ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ ïðî-

ãðàììû Gnuplot.
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Îñíîâíàÿ ÷àñòü

×èñëåííî èññëåäîâàíà äèíàìèêà ñåòè ñâÿçàííûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì êàê

áåç, òàê è â ïðèñóòñòâèè íåêîððåëèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ øóìà Ëåâè. Èññëå-

äóåìàÿ ñåòü îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

xi(n+ 1) = F (xi(n), yi(n)) + (1)

+
c

2R

i+R∑
j=i−R

[F (xj(n), yj(n))− F (xi(n), yi(n))],

yi(n+ 1) = G(xi(n), yi(n)),

ãäå xi(n) è yi(n) � äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, i = 1, 2, . . . , N � íîìåð ýëå-

ìåíòà â ñåòè, N = 1000 � îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñåòè, n � äèñêðåòíîå

âðåìÿ. Ôóíêöèè F (xi(n), yi(n)) è G(xi(n), yi(n)) îïðåäåëÿþò ëîêàëüíóþ äè-

íàìèêó îòäåëüíîãî ýëåìåíòà ñåòè è çàäàþòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè îòîáðàæåíèÿ

Ýíî�Ëîçè, êîòîðîå áóäåò îïèñàíî â ðàçäåëå 2.2. Ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè

íåëîêàëüíà è îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ÷ëåíîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1).

Íåëîêàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå êîíòðîëèðóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ñèëîé ñâÿ-

çè c è äàëüíîñòüþ ñâÿçè R. Ïîñëåäíèé çàäàåò êîëè÷åñòâî áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

ñ êîòîðûìè ñâÿçàí i-é ýëåìåíò ñïðàâà è ñëåâà, ïðè÷åì 1 < R < N/2.

Â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ýëåìåíòà èññëåäóåìîé ñåòè (1) èñïîëüçóåòñÿ

îòîáðàæåíèå Ýíî�Ëîçè. Îòîáðàæåíèå Ýíî (x(n+1) = 1−αHenonx2(n)+y(n),

y(n+1) = βHenonx(n)) è îòîáðàæåíèå Ëîçè (x(n+1) = 1−αLozi|x(n)|+ y(n),

y(n + 1) = βLozix(n)) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû ñèñòåì

ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò íåãèïåðáîëè÷åñêèå è

êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå áûëà ïðåäñòàâëåíà ãëàäêàÿ âåðñèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðà-

æåíèÿ Ëîçè, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ìíîãèå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè êàê îòîá-

ðàæåíèÿ Ëîçè, òàê è îòîáðàæåíèÿ Ýíî. Îòîáðàæåíèå Ýíî�Ëîçè îïèñûâàåòñÿ

4



ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

x(n+ 1) = 1− αHLSε(x(n)) + y(n), (2)

y(n+ 1) = βHLx(n),

Sε(x) =

|x|, if |x| ≥ ε,

x2/2ε+ ε/2, if |x| ≤ ε,

ãäå x è y � äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, n � äèñêðåòíîå âðåìÿ (íîìåð èòåðà-

öèè), αHL ∈ R, βHL ̸= 0 ∈ R è 0 < ε < 1 � óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû. Âèäíî,

÷òî ïðè ε → 0 îòîáðàæåíèå Ýíî�Ëîçè ñâîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ Ëîçè. Ôèê-

ñèðîâàíèå αHL è βHL è óâåëè÷åíèå ε ïîçâîëÿåò èçìåíèòü ãëàäêîñòü àòòðàê-

òîðîâ, ò.å. ïåðåéòè îò Ëîçè-ïîäîáíîãî àòòðàêòîðà â Ýíî-ïîäîáíûé. Çàìåòèì,

÷òî õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð â îòîáðàæåíèè Ýíî-Ëîçè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì äàæå

ïðè î÷åíü ìàëîì çíà÷åíèè ε.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ñåòè íåëîêàëüíî

ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè (1). Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü âëèÿíèå øó-

ìà Ëåâè, ìû âûÿñíèì, êàêèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñòðóêòóðû òèïè÷-

íû äëÿ ñâîáîäíîé îò øóìà ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè è êàê èõ íàáëþäåíèå

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ìû èçìåíÿåì ïàðàìåòð ëîêàëüíîé äèíàìèêè

αHL è ñèëó ñâÿçè c, à îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ôèêñèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε = 0.1, βHL = 0.5, = 320. Çíà÷åíèå ε = 0.1 âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, ñ

îäíîé ñòîðîíû, îòäåëüíûå ýëåìåíòû ïîêàçûâàëè äèíàìèêó, óæå ñîâåðøåííî

îòëè÷íóþ îò äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ Ëîçè, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàîòè÷å-

ñêèé àòòðàêòîð îòîáðàæåíèÿ Ýíî�Ëîçè íå èìååò ÷åòêî âûðàæåííîé îêðóã-

ëîé ôîðìû. Çíà÷åíèå R = 320 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññè÷åñêîå êàê

äëÿ ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî, òàê è äëÿ ñåòè îòîáðàæåíèé Ëîçè, ïîñêîëüêó îíî

îáåñïå÷èâàåò íàáëþäåíèå õèìåðíûõ è óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê âèäíî èç äèàãðàììû íà ðèñ. 1, â ñåòè Ýíî�Ëîçè ìîæíî âûäåëèòü

äâà ðàçíûõ ñöåíàðèÿ ïåðåõîäà îò íåêîãåðåíòíîñòè (ÍÅÊÎÃ) ê ñèíõðîíèçà-

öèè (ÑÈÍÕÐ) ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ñèëû ñâÿçè c. Ïåðâûé ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç

ïîÿâëåíèå óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé (ÓÑ) ïðè 1.4 < αHL < 1.59. Òàêîé ïåðå-

õîä õàðàêòåðåí äëÿ ñåòè îòîáðàæåíèé Ëîçè. Îäèíî÷íûå óçëû ìîãóò ñîñó-

ùåñòâîâàòü âìåñòå ëèáî ñ äåñèíõðîíèçèðîâàííûìè ýëåìåíòàìè èëè ñ ñèí-
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õðîííûìè ýëåìåíòàìè ïðè 0.01 < c < 0.13. Ìû íàçâàëè ýòè ñòðóêòóðû

¾íåêîãåðåíòíûìè¿ èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îäèíî÷íûõ óçëîâ (ÍÅÊÎÃ è

ÍÅÊÎÃ(ÓÑ)), íî ÍÅÊÎÃ(ÓÑ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäâåñòíèêîì óåäèíåííûõ ñîñòîÿ-

íèé, à íå ÍÅÊÎÃ. Óåäèíåííûå ñîñòîÿíèÿ òàêæå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî

ïðè 0.13 < c < 0.28 (ÓÑ(ïåðèîä) è ÓÑ(õàîñ)). ×èñëî îäèíî÷íûõ óçëîâ ïî-

ñòåïåííî è ëèíåéíî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì c . Âòîðîé ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê

ñèíõðîíèçàöèè â ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè ïðîèñõîäèò ïðè αHL > 1.6

(ðèñ. 1) è ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé (ÕÑ). Ýòîò ïåðåõîä

òèïè÷åí äëÿ ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïåðåõîä îò ñèíõðîíèçàöèè ê íåêîãåðåíòíîñòè ïðè

óìåíüøåíèè ñèëû ñâÿçè c è ïðè αHL > 1.6 (ðèñ. 1, ÑÈÍÕÐ → ÍÅÊÎÃ),

òî äèíàìèêà ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî � Ëîçè õàðàêòåðèçóåòñÿ ìãíîâåííûìè

ïðîôèëÿìè ñ ðàçðûâàìè (ÐÀÇÐÛÂ), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäâåñòíèêàìè ïî-

Ðèñóíîê 1 � Ñõåìà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñòðóêòóð â ñâîáîäíîé îò øóìîâ
ñåòè íåëîêàëüíî ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè (1) íà ïëîñêîñòè ïàðà-
ìåòðîâ (αHL, c). Îáîçíà÷åíèÿ: ÁÅÑÊÎÍ � òðàåêòîðèè óõîäÿò íà áåñêîíå÷-
íîñòü; ÍÅÊÎÃ � íåêîãåðåíòíîñòü; ÍÅÊÎÃ(ÓÑ) � ðåæèì íåêîãåðåíòíîñòè ñ
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îäèíî÷íûõ óçëîâ; ÓÑ(ïåðèîä) � óåäèíåííîå ñîñòîÿíèå
ñ ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêîé; ÓÑ(õàîñ) � óåäèíåííîå ñîñòîÿíèå ñ íåïåðèîäè÷å-
ñêîé äèíàìèêîé; ÕÓÑ � õèìåðà óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé; ÕÑ � õèìåðíûå ñîñòî-
ÿíèÿ; ÊÎÃ � êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå; ÑÈÍÕÐ � ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå
è íåïåðèîäè÷íîñòü âî âðåìåíè; è ÐÀÇÐÛÂ � ïðîôèëü ñ ðàçðûâàìè. Îñòàëü-
íûå ïàðàìåòðû: ε = 0.1, βHL = 0.5, R = 320, N = 1000.
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ÿâëåíèÿ ôàçîâûõ õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé (ÕÑ). Ýëåìåíòû ñåòè ìîãóò êîëåáàòüñÿ

êàê ïåðèîäè÷åñêè, òàê è íåïåðèîäè÷åñêè âî âðåìåíè. Äàëüíåéøåå óìåíüøå-

íèå c ïðèâîäèò ê íàáëþäåíèþ ôàçîâûõ õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé. Êàê è â ñëó÷àå

ñ îäèíî÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè, ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé êî-

ýôôèöèåíòîâ âçàèìíîé êîððåëÿöèè ïîçâîëÿåò âûÿâèòü õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ

äàæå â çàøóìëåííîé ñåòè.

Òàê æå ÷èñëåííî èññëåäîâàíà äèíàìèêà ñåòè ñâÿçàííûõ äèñêðåòíûõ ñè-

ñòåì êàê áåç, òàê è â ïðèñóòñòâèè íåêîððåëèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ øóìà Ëåâè.

Â ñèñòåìó (1) äîáàâèëè ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïåðâîì óðàâíåíèè ηα
L,βL

i (σL, n), êî-

òîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíåå àääèòèâíîå âëèÿíèå â âèäå øóìà Ëåâè.

Ïàðàìåòðû αL, βL, σL õàðàêòåðèçóþò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èñ-

òî÷íèêîâ øóìà. Ïàðàìåòð αL � ýòî ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè, èçìåíÿþùèé-

ñÿ â èíòåðâàëå [0, 2]. Ïðè αL = 2 ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé èñòî÷íèêîâ øóìà

ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâñêîìó, à ïðè αL = 1 - ðàñïðåäåëåíèþ Êîøè. Ñ óìåíüøå-

íèåì αL óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âûñîêèõ çíà÷åíèé èñòî÷íèêà øóìà è èõ

àìïëèòóäà. Ïàðàìåòðû βL è σL îïðåäåëÿþò ñèììåòðèþ è ìàñøòàá ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Èíòåíñèâíîñòü øóìà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A = (σL)α
L

. Â íàøåì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñòî÷-

íèêîâ øóìà Ëåâè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ßíèöêè-Âåðîíà.

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóåì, êàê àääèòèâíûé øóì Ëåâè âëèÿåò íà óåäèíåí-

íûå ñîñòîÿíèÿ â ñåòè íåëîêàëüíî ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè (1). Äëÿ

ýòîãî âûáåðåì ïàðàìåòð ëîêàëüíîé äèíàìèêè αHL = 1.5, ñîîòâåòñòâóþùèé

ñóùåñòâîâàíèþ óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé â ñâîáîäíîé îò øóìîâ ñåòè îòîáðàæå-

íèé Ýíî�Ëîçè ïðè ôèêñèðîâàííîì ε = 0.1 è βHL = 0.5 (ðèñ. 1). Ìû âà-

ðüèðóåì ñèëó ñâÿçè c è ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà Ëåâè σL

è èññëåäóåì îòêëèê óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé èíäåê-

ñà óñòîé÷èâîñòè αL. Íà ðèñóíêåïîêàçàíû äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíå-

ãî íîðìàëèçîâàííîãî ÷èñëà îäèíî÷íûõ óçëîâ NS íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ

(c, σL) è (c, A), ãäå A = (σL)α
L

� èíòåíñèâíîñòü øóìà.

Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2(a), ïðè αL = 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâñêîìó

ðàñïðåäåëåíèþ, ðàñïðåäåëåíèå îäèíî÷íûõ óçëîâ âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî íà-

áëþäàåìîìó äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ëîçè è îñöèëëÿòîðà ÔèòöÕüþ-Íàãóìî. Âèäíî,

÷òî â ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè îäèíî÷íûå óçëû ñóùåñòâóþò â êîíå÷íûõ
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Ðèñóíîê 2 �Ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåãî íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà îäèíî÷íûõ óçëîâ NS

íà ïëîñêîñòÿõ ïàðàìåòðîâ (c, σL) è (c, A) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíäåêñà
óñòîé÷èâîñòè øóìà Ëåâè αL: (a) 2.0, (á) 1.9, (â) 1.7, (ã) 1.5. Ïðàâàÿ øêàëà
ïîêàçûâàåò èíòåíñèâíîñòü øóìà A â íåëèíåéíîì ìàñøòàáå. Ñåðàÿ çàøòðè-
õîâàííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ìîæåò
ðàñõîäèòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû: ε = 0.1, αHL = 1.5,
βHL = 0.5, R = 320, N = 1000

äèàïàçîíàõ êàê ñèëû ñâÿçè c ∈ [0, 0.28], òàê è ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà ãåíå-

ðàòîðà øóìà σL ∈ [0, 0.041]. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî óåäèíåí-

íûõ óçëîâ íàáëþäàåòñÿ ïðè ñëàáîé ñâÿçè c ∈ [0, 0.12] è øóìîâîì ïàðàìåòðå

σL ∈ [0, 0.035]. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé äèàïàçîí ìàñøòàá-

íîãî ïàðàìåòðà σL (à òàêæå èíòåíñèâíîñòè A) ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè

c ≈ 0.12, êîãäà âñå åùå íàáëþäàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî óåäèíåííûõ óçëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ãàóññîâñêèé áåëûé øóì îïðåäåëåííîé èíòåíñèâíîñòè ìîæåò

ïîääåðæèâàòü îäèíî÷íûå óçëû, êîãäà ñèëà ñâÿçè c èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè c, c > 0.12,

÷èñëî îäèíî÷íûõ óçëîâ ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ è èñ÷åçàåò ïðè c ≈ 0.28. Òà-

êèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû ñâÿçè (c → 0.28) äàæå ñëàáûé øóì ìîæåò

ïîäàâèòü óåèíåííûå óçëû â ñåòè îòîáðàæåíèÿ Ýíî�Ëîçè.

Òåïåðü ìû áóäåì âàðüèðîâàòü èíäåêñ óñòîé÷èâîñòè øóìà Ëåâè αL è àíà-

ëèçèðîâàòü ðåàêöèþ óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé â ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè íà

âëèÿíèå øóìà. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ NS ïðåäñòàâëå-

íû íà ðèñ. 2(á)-(ã) äëÿ òð¼õ óáûâàþùèõ çíà÷åíèé αL. Êàê ñëåäóåò èç ðàñ-
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ïðåäåëåíèé, óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà èìïóëüñîâ âûñîêîé àìïëèòóäû (óìåíü-

øåíèå αL) ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ óåäèíåííûõ óçëîâ â èññëåäóåìîé ñåòè ïðè

ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ øóìîâûõ ïàðàìåòðîâ σL è A ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì

ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà (ðèñ. 2(a)). Áîëåå òîãî, ÷èñëî îäèíî÷íûõ óçëîâ ðåçêî

óìåíüøàåòñÿ ïðè c ≈ 0, 24. Êàê è ðàíåå, íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî óåäèíåííûõ

óçëîâ íàáëþäàåòñÿ íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ êàê c ∈ [0, 0.12], òàê è ïàðàìåòðîâ

øóìà σL è A. Îäíàêî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè óåäèíåííûå

óçëû ñóùåñòâóþò è ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ σL è A (ñì. ðèñ. 2(á)-(ã)).

Íàøè ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñòîé÷èâîñòü óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé â ñå-

òè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè ïî îòíîøåíèþ ê øóìó Ëåâè çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ

íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ôàêò õîðîøî èë-

ëþñòðèðóåòñÿ äèàãðàììàìè íà ðèñ. 2(á)-(ã), ãäå ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî íîð-

ìèðîâàííîãî ÷èñëà óåäèíåííûõ óçëîâ NS íà ïëîñêîñòÿõ ïàðàìåòðîâ èìåþò

ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó. Êàæäûé "ñëîé"ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ñëó÷àéíîé ðåàëèçà-

öèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â íàøåì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëîñü

10 ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ ðåàëèçàöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî íåêîòîðûå íà÷àëüíûå

ðåàëèçàöèè ìîãóò îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå îäèíî÷íûõ óçëîâ â ñåòè äàæå

ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ øóìà Ëåâè σL è A. Îäíàêî

ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè αL âñ¼ ìåíüøå è ìåíüøå íà÷àëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò ïðèâîäèòü ê íàáëþäåíèþ óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé

äàæå ïðè ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ øóìà.

Èçìåíåíèÿ ôîðìû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèÿ è ÷èñ-

ëà óåäèíåííûõ óçëîâ â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ êà÷åñòâåííî

ïîâòîðÿþò êàðòèíó, íàáëþäàåìóþ è îïèñàííóþ âûøå. Ïîýòîìó ìû ñîñðå-

äîòî÷èìñÿ íà ýâîëþöèè âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ õèìåðû ïðè

èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ øóìà. Ïîäîáíî íàøèì ïðåäûäóùèì ðåçóëüòàòàì, âå-

ðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé â çàøóìëåííîé ñåòè îòîáðàæåíèé

Ýíî�Ëîçè òàêæå äåìîíñòðèðóåò ðåçîíàíñîïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü (¾õèìåðíûé

ðåçîíàíñ¿) îò èíòåíñèâíîñòè øóìà (ðèñ. 3 , êðàñíàÿ (P ) öâåòîâàÿ øêàëà). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îïòèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü øóìà σL, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé

è íàèáîëåå øèðîêîìó äèàïàçîíó ñèëû ñâÿçè c, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî õèìåðíûå

ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàþòñÿ ñ ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïðè σL → 0 â ñåòè
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îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íåò õèìåðíûõ

ñîñòîÿíèé. Â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ.3(a)) äàæå î÷åíü íèçêàÿ

èíòåíñèâíîñòü øóìà ñïîñîáíà èíäóöèðîâàòü õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ ïî÷òè 100% â äîâîëüíî øèðîêîì êîíå÷íîì äèàïàçîíå ñèëû ñâÿçè c. Ýòîò

äèàïàçîí ñâÿçè îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì äî σL ≈ 0, 018 ((Ðèñ.3(a)).

Ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà ðèñ. 3(á)-(ã) óêàçûâàþò íà òî, ÷òî óðîâåíü

øóìà, ñîîòâåòñòâóþùèé íàèáîëåå øèðîêîìó äèàïàçîíó ñèëû ñâÿçè c, â êîòî-

ðîì ñ ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íàáëþäàþòñÿ õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ, ñèëüíî

çàâèñèò îò èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè αL è ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ ïðè αL. Íà-

ïðèìåð, σL
opt ≈ 0.01 äëÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ αL = 2.0, σL

opt ≈ 0.0006

äëÿ αL = 1.8, σL
opt ≈ 0.0003 äëÿ αL = 1.7 è σL

opt ≈ 0.00009 çà αL = 1, 5.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, õèìåðíûé ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ è â ñëó÷àå øóìà

Ëåâè ïðè αL < 2.0, êàê âèäíî íà ðèñ. 3(á)-(ã). Îäíàêî, ÷òî êàñàåòñÿ îáëà-

ñòè óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé, óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà Ëåâè (íà÷èíàÿ

ñ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé) ïðèâîäèò ê ðàñõîæäåíèþ òðàåêòîðèè ê áåñêî-

íå÷íîñòè è, òàêèì îáðàçîì, çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

õèìåðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ïàðàìåòðó σL (Ðèñ. 3(á)-(ã)). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò

Ðèñóíîê 3 � Ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåãî íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà óåäèíåííûõ óçëîâ
(øêàëà NS) è âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé (øêàëà P ) íà
ïëîñêîñòè (c, σL) è (c, A) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíäåêñà ñòàáèëüíîñòè øó-
ìà Ëåâè αL: (a) 2.0, (á) 1.8, (â) 1.7 è (ã) 1.5. Çàøòðèõîâàííàÿ ñåðûì îáëàñòü
ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû: ε = 0.1, αHL = 1.6, βHL = 0.5, R = 320,
N = 1000.
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ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ âñå æå ìîæíî íàáëþäàòü

â ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè ñ âûñîêîé, à èíîãäà è ìàêñèìàëüíîé âåðîÿò-

íîñòüþ ïðè íàëè÷èè øóìà Ëåâè äîñòàòî÷íî áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè σL. Ýòà

îáëàñòü èìååò âèä "õâîñòà ïðèìûêàþùåãî ê îñíîâíîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ

ñîñòîÿíèÿ õèìåðû, è ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè 0.45 < c < 0.55

(ðèñ. 3(á)-(ã)).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ñìîäåëèðîâàëè è èññëåäîâàëè ÷èñëåííî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

äèíàìèêó ñåòè íåëîêàëüíî ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè áåç è â ïðè-

ñóòñòâèè øóìà Ëåâè. Èçîëèðîâàííîå îòîáðàæåíèå Ýíî�Ëîçè ñî÷åòàåò â ñåáå

îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ Ëîçè (áèôóðêàöèÿ ãðàíèö-ñòîëêíîâåíèé) è îòîá-

ðàæåíèÿ Ýíî (ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà).

Íàøè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî áëàãîäàðÿ ýòîé îñîáåííîñòè â ñåòè íåëî-

êàëüíî ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè ìîæíî âûäåëèòü äâà ñöåíàðèÿ ïå-

ðåõîäà íåêîãåðåíòíîñòü-êîãåðåíòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ëîêàëü-

íîé äèíàìèêè è ñèëû ñâÿçè. Êàæäûé èç ýòèõ ñöåíàðèåâ ñâÿçàí ñ ôîðìèðîâà-

íèåì îñîáûõ ïàòòåðíîâ ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè, òàêèõ êàê óåäèíåííûå ñî-

ñòîÿíèÿ è õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ. Ýòîò ôàêò ïîçâîëèë íàì èçó÷èòü ýâîëþöèþ

ýòèõ ñòðóêòóð è èõ óñòîé÷èâîñòü ê øóìîâûì âîçìóùåíèÿì, ðàññìàòðèâàÿ

òîëüêî îäíó ñåòü ñâÿçàííûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Ïåðâûé ñöåíàðèé ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì óåäèíåííûõ ñîñòîÿíèé, êîãäà ïà-

ðàìåòð ëîêàëüíîé äèíàìèêè ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ â îò-

äåëüíûõ óçëàõ è ïðè óìåíüøåíèè ñèëû ñâÿçè. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,

ýòîò ïåðåõîä ðåàëèçóåòñÿ â ñåòè îòîáðàæåíèé Ëîçè. Âòîðîé ñöåíàðèé, êî-

òîðûé òàêæå èìååò ìåñòî â ñåòè Ýíî�Ëîçè, òèïè÷åí äëÿ ñåòè îòîáðàæåíèÿ

Ýíî, ãäå ïåðåõîä íåêîãåðåíòíîñòü-êîãåðåíòíîñòü ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàçîâàíè-

åì õèìåðíûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð ëîêàëüíîé äèíàìèêè ñîîò-

âåòñòâóåò õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå â îäèíî÷íîì îòîáðàæåíèè Ýíî�Ëîçè.

Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî àääèòèâíûé øóì Ëåâè ìîæåò ïîääåðæèâàòü óåäè-

íåííûå ñîñòîÿíèÿ â ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî�Ëîçè â îïðåäåëåííûõ êîíå÷íûõ

äèàïàçîíàõ ñèëû ñâÿçè c è ïàðàìåòðà σL, êîãäà íàèáîëüøåå ÷èñëî óåäèíåííûõ
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óçëîâ ñóùåñòâóåò. Îäíàêî ýòè äèàïàçîíû ñóùåñòâåííî ñóæàþòñÿ è ñìåùàþò-

ñÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ çíà÷åíèé c è σL ïðè óìåíüøåíèè èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè

αL. Ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû ñâÿçè è èíòåíñèâíîñòè øóìà ÷èñëî óåäèíåííûõ óç-

ëîâ ëèáî ïîñòåïåííî (â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), ëèáî ðåçêî (ïðè

íàëè÷èè èìïóëüñîâ áîëüøîé àìïëèòóäû) óìåíüøàåòñÿ è èñ÷åçàåò.

Âëèÿíèå àääèòèâíîãî øóìà Ëåâè íà õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ â ñåòè îòîáðà-

æåíèé Ýíî�Ëîçè ïðîÿâëÿåòñÿ â õèìåðíîì ðåçîíàíñå, îáíàðóæåííîì âïåðâûå

äëÿ ñåòè îòîáðàæåíèé Ýíî. Ââåäåíèå øóìà Ëåâè ìîæåò ñíà÷àëà âîçáóäèòü

õèìåðíûå ñîñòîÿíèÿ, à çàòåì óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü èõ ñóùåñòâîâàíèÿ äî

ìàêñèìàëüíîãî (100%) çíà÷åíèÿ. Ýòîò ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ è ñîõðàíÿåòñÿ

â ñàìîì øèðîêîì äèàïàçîíå ñèëû ñâÿçè c ïðè íåêîòîðîé îïòèìàëüíîé èí-

òåíñèâíîñòè øóìà, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà èì-

ïóëüñîâ áîëüøîé àìïëèòóäû, ò.å. ñ óìåíüøåíèåì ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè

αL.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî âëèÿíèþ àääèòèâíîãî øó-

ìà Ëåâè íà õèìåðíûå è óåäèíåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ñïîñîáñòâîâàòü áîëåå

ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ðîëè øóìà, ìîäåëèðóþùåãî ðåàëüíûå âîçìóùåíèÿ, â

ïîÿâëåíèè è ýâîëþöèè ñâîåîáðàçíûõ ïàòòåðíîâ ÷àñòè÷íîé ñèíõðîíèçàöèè.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëè ïðåäñòàâëåíû â

ñëåäóþùåé ñòàòüå:

Rybalova E., Averyanov V., Strelkova G, Lozi R. Peculiarities of the spatio-

temporal dynamics of a H�enon�Lozi map network in the presence of L�evy noise

// Chaos, Solitons & Fractals. � 2024. � V. 184. � P. 115051.
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