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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âîëíîâîå óðàâíåíèå - ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðîå îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñðåäå.

Âïåðâûå âîëíîâîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ â 40-õ

ãîäàõ 18-ãî âåêà ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî Ä. Áåðíóëëè, Æ. Ä'Àëàìáåðîì è

Ë. Ýéëåðîì. Âîëíîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïî÷òè âñå ðàçíîâèäíîñòè ìàëûõ

êîëåáàíèé â ðàñïðåäåë¼ííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ: ïðîäîëüíûå çâóêîâûå

êîëåáàíèÿ â ãàçå, æèäêîñòè, òâ¼ðäîì òåëå; ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â ñòðó-

íàõ, íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è äð. Âîëíîâûì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿþò

êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîòåíöèàëîâ, ïîýòîìó ìíî-

ãèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ (â äèàïàçîíå ÷àñòîò îò êâàçèñòàòè÷åñêèõ äî

îïòè÷åñêèõ) îïèñûâàþòñÿ ñ åãî ïîìîùüþ. Â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ òàêèå ÿâëå-

íèÿ, êàê âçàèìîäåéñòâèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, âîçíèêíîâåíèå è ýâîëþ-

öèÿ óäàðíûõ âîëí è ñîëèòîíîâ, ñàìîôîêóñèðîâêà è ñàìîêàíàëèçàöèÿ âîëí,

ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îá-

ðàçîì, ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòó-

àëüíîé òåìîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞),

ïðè óñëîâèÿõ

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x),

ãäå îáëàñòè çíà÷åíèé âñåõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

à òàêæå

q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ L[0, 1], ψ ∈ L[0, 1]

è

f(x, t) ∈ L[QT ], QT = [0, 1]× [0, 1], ∀T > 0.

Öåëü äàííîé ðàáîòû - ðàññìîòðåòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ïðèâåñòè òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâà-

íèå ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
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ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ

óñëîâèÿõ.

1. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîá-

õîäèìûå äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è, â ÷àñòíî-

ñòè, òåîðèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è èõ ñâîéñòâà, òåîðåìû î ïåð-

âîîáðàçíîé è ïðîèçâîäíîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, òåîðåìà Ôóáèíè

äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

2. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàáîòû äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞), (1)

ïðè óñëîâèÿõ

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x), (3)

ãäå âñå ôóíêöèè ÿâÿëþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè, à òàêæå

q(x) ∈ L[0, 1], ϕ(x) ∈ L[0, 1], ψ ∈ L[0, 1]

è

f(x, t) ∈ L[QT ], QT = [0, 1]× [0, 1], ∀T > 0.

Äàäèì îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåîäíî-

ðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(3) áóäåì ñ÷èòàòü

ôóíêöèþ u(x, t), íåïðåðûâíóþ îäíîâðåìåííî ñ u′x(x, t) è u′t(x, t), ïðè ýòîì

ôóíêöèè u′x(x, t) è u′t(x, t) ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ïî x è ïî t
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ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (2.2) è (3) è ïî÷òè âñþäó

óðàâíåíèþ (1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ϕ(x), ϕ′(x) è ψ(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, è

ϕ(0) = ϕ(1) = ψ(0) = ψ(1) = 0, ϕ′′(x) ∈ L[0, 1], ψ′(x) ∈ L[0, 1].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3) ïðèìåíèì ìåòîä

Ôóðüå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà, ñâÿçàííîãî ñ ðàçáèåíèåì

ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ íà ÷àñòè. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) - (3) ñîãëàñ-

íî ìåòîäó Ôóðüå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå[3]:

u(x, t) = − 1

2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

)[
(Rλϕ) cos ρt+ (Rλψ)

sin ρt

ρ
+

+

t∫
0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
Dτ
]
dλ. (4)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ýòó ôîðìóëó. Çäåñü Rλ = (L − λE)−1 - ðåçîëüâåíòà

îïåðàòîðà L: Ly = −y′′(x) + q(x)y(x), y(0) = y(1) = 0, λ - ñïåêòðàëüíûé

ïàðàìåòð, E -åäèíè÷íûé îïåðàòîð, Rλ(f(·, τ)) îáîçíà÷àåò, ÷òî Rλ ïðèìåíÿ-

åòñÿ ê f(x, τ) ïî x, λ = ρ2, Reρ ≥ 0, γn - îáðàç â λ-ïëîñêîñòè îêðóæíîñòè

γ̃n = {ρ||ρ− nπ| = δ}, ãäå δ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëî, r - çàôèêñèðîâàíî è äî-

ñòàòî÷íî âåëèêî, n0 - íîìåð - òàêîé, ÷òî ïðè n ≥ n0 âíóòðè γn íàõîäèòñÿ ïî

îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà L è âñå γn ïðè n ≥ n0 ðàñïîëîæåíû

âíå |λ| = r.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(4), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Äîêàæåì òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè äàííîãî ðå-

øåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1 Åñëè u(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3), ïðè÷åì

äîïîëíèòåëüíî ∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ], QT = [0, 1] × [0, T ], ∀T > 0, òî îíî åäèí-

ñòâåííî è ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå (4), ãäå ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ àá-

ñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t > 0.

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1)-(3) åäèí-

ñòâåííî, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4), ò.å. ñîãëàñíî ìåòîäó Ôóðüå.

Èç ôîðìóëû (4), ïîëàãàÿ, ÷òî âñå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ áåðóòñÿ ïðè óñëî-

âèè ∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ] è u(x, t) îáîçíà÷àåò è ñàì ðÿä (4), è åãî ñóììó, ïîëó÷àåì
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ïðåäñòàâëåíèå:

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t), (5)

ãäå u1(x, t) åñòü âûðàæåíèå (4) ïðè óñëîâèÿõ ψ(x) = f(x, t) = 0, u2(x, t) åñòü

âûðàæåíèå (4) ïðè óñëîâèÿõ ϕ(x) = f(x, t) = 0, u3(x, t) åñòü âûðàæåíèå (4)

ïðè óñëîâèÿõ ψ(x) = ϕ(x) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñìåøàííóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå q(x) = ϕ(x) = ψ(x) = 0, à

èìåííî

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞), (6)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (7)

u(x, 0) = u′t(x, 0) = 0. (8)

Òåîðåìà 2.2. Åñëè f(x, t) ∈ L[QT ], òî ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

(6)-(8) ïî ìåòîäó Ôóðüå ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x è t è åãî ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì

u(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

f̃(η, τ)dη, (9)

ãäå ôóíêöèÿ f̃(η, τ) - íå÷åòíàÿ è 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî η, ïðè÷åì f̃(η, τ) =

f(η, τ) ïðè η ∈ [0, 1]. Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòàõ Õðîìîâà À.Ï. è Êîðíåâà

Â.Â. îá èññëåäîâàíèè ñìåøàííîé çàäà÷è íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

ïðè f(x, t) ∈ L2[QT ] [3] è f(x, t) ∈ L[QT ][7]. Ââèäó áîëüøîãî îáúåìà, ïðèâåäåì

òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ L[QT ], àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî

t ïî÷òè ïðè âñÿêîì x è f ′t(x, t) ∈ L[QT ], ∀T > 0. Òîãäà êëàññèñåñêîå ðåøå-

íèå çàäà÷è (6)-(8) ñóùåñòâóåò, è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (9), ïðè÷åì
∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îïðåäåëèì è äîêàæåì íåîáõîäèìûå óòâåð-

æäåíèÿ â âèäå ëåìì. Â ñèëó òåîðåìû 2.2 ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ïðîâåðêîé

òîãî ôàêòà, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëà (9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êëàññè-

÷åñêîå ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü ôóíêöèþ f(x, t)

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïî t äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1], ïîñêîëüêó äëÿ òåõ x, ãäå ýòî

óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ìîæåì ïîëàãàòü f(x, t) ðàâíîé íóëþ, ÷òî íå âëèÿåò íà

çíà÷åíèå u(x, t).
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Ëåììà 2.1. ∀ t ôóíêöèÿ f(x, t) ñóììèðóåìà ïî x ∈ [0, 1].

Ëåììà 2.2. Ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà è u(0, t) = u(1, t) = u(x, 0) = 0.

Ëåììà 2.3. Ôóíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t, ïðè÷åì

èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

Ëåììà 2.4. Ôóíêöèÿ u(x, t) íåïðåðûíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x, ïðè ýòîì

∂u(x, t)

∂x
= J1(x, t)− J2(x, t). (10)

Íàéäåì òåïåðü u′′tt u
′′
xx. Äëÿ ýòîãî â ñèëó ëåìì 2.3 è 2.4 íåîáõîäèìî íàéòè

ïðîèçâîäíûå ïî x è t ôóíêöèé J1(x, t) è J2(x, t).

Ëåììà 2.5. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ô-ÿ J1(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî

t, ïðè ýòîì ïðè ïî÷òè âñåõ t

2
∂J1(x, t)

∂t
= f̃(x+ t, 0) +

∫ x+t

x
f̃ ′t(ξ, x+ t− ξ)dξ. (11)

Ëåììà 2.6. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ J1(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

ïî x è ïî÷òè ïðè âñåõ x âåðíî

2
∂J1(x, t)

∂x
= f̃(x+ t, 0)− f̃(x, t) +

∫ x+t

x
f̃(ξ, x+ t− ξ)dξ. (12)

Àíàëîãè÷íî ëåììàì 2.5 è 2.6, ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ è äëÿ J2(x, t).

Ëåììà 2.7. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ô-ÿ J2(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî

t, ïðè ýòîì ïðè ïî÷òè âñåõ t

2
∂J2(x, t)

∂t
= f̃(x− t, 0) +

∫ x

x−t
f̃ ′t(ξ, ξ − x+ t)dξ. (13)

Ëåììà 2.8. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ J2(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

ïî x è ïî÷òè ïðè âñåõ x âåðíî

2
∂J2(x, t)

∂t
= f̃(x, t)− f̃(x− t, 0)−

∫ x

x−t
f̃ ′t(ξ, ξ − x+ t)dξ. (14)

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Èç ëåìì 2.3 è 2.4 ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ u(x, t) íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t, ïðè÷åì

u′t(x, 0) = 0, òî åñòü, ñîãëàñíî ëåììå 2.2, íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ. Â ñèëó ëåìì 2.5-2.8 è âûðàæåíèé (13), (14) äåëàåì
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âûâîä, ÷òî ôóíêöèè u′x(x, t) è u′t(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x è ïî t

ñîîòâåòñòâåííî è ï.â. âåðíî

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂2u(x, t)

∂x2
=

∂

∂t
(u′t(x, t))−

∂

∂x
(u′x(x, t))) =

= J ′1t(x, t) + J ′2t(x, t)− J ′1x(x, t) + J ′2x(x, t

1

2

[
f̃(x+t, 0)+

∫ x+t

x
f̃ ′t(ξ, x+t−ξ)dξ+f̃(x−t, 0)−

∫ x

x−t
f̃ ′t(ξ, ξ−x+t)dξ−f̃(x+t, 0)+

+f̃(x, t)−
∫ x+t

x
f̃ ′t(ξ, x+t−ξ)dξ+f̃(x, t)−f̃(x−t, 0)−

∫ x

x−t
f̃ ′t(ξ, ξ−x+t)dξ

]
= f̃(x, t),

òî åñòü óðàâíåíèå (2.1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó. Â ñèëó ëåìì 2.5 è 2.7
∂2u(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ]. Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âåðíû è òåîðå-

ìà 2.3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

3. Îáîáùåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Â òðåòüåì ðàçäåëå äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è è ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü u1(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) ïðè óñëîâèè

ψ(x) = f(x, t) = 0. Ïðåäñòàâèì ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ìåòîäó

Ôóðüå

u(x, t) = − 1

2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

)[
(Rλϕ) cos ρt+ (Rλψ)

sin ρt

ρ
+

+

t∫
0

Rλ(f(·, τ))
sin ρ(t− τ)

ρ
Dτ
]
dλ

äëÿ u1(x, t) â âèäå

u1(x, t) = u10(x, t) + u11(x, t), (15)

ãäå u10(x, t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç u1(x, t) ïóòåì çàìåíû Rλϕ íà R0
λϕ;

u11(x, t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç u1(x, t) ïóòåì çàìåíû Rλϕ íà Rλϕ − R0
λϕ;

ãäå R0
λ = (L0 − λE)−1, L0 - L ïðè q(x) = 0.

Ïîñêîëüêó u10(x, t) = a0(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) â ñëó-

÷àå q(x) = ψ(x) = f(x, t) = 0 è ∂2u10(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ], èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂2u10(x, t)

∂t2
=
∂2u10(x, t)

∂x2
,
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u10(0, t) = u10(1, t) = 0,

u10(x, 0) = u′10,t(x, 0) = 0.

Îáîçíà÷èì áóêâîé Π ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ è 2-ïåðèîäè÷íûõ ïî x íà

âñåé îñè ôóíêöèé f(x, t). Π ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ëèíåéíîé îïåðàöèè f̃(x, t)

ïðîäîëæåíèÿ f(x, t) ïî x ñ îòðåçêà [0, 1] íà âñþ îñü. Åñëè f(x, t) ∈ Π, òî

è
∫ t
0 dτ

∫ x+t−τ
x−t+τ f(η, τ)dη. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî q(x) ïðîäîëæåíà ÷åòíî è 2-

ïåðèîäè÷íî íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f(x, t) ∈ Π, òî è

q(x)f(x, t) ∈ Π. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u11(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (1)-(3)

ñ óñëîâèÿìè ∂2u11(x,t)
∂t2 ∈ L[QT ] è ϕ(x) = ψ(x) = 0, f(x, t) = f0(x, t), ãäå

f0(x, t) = −q(x)a0(x, t), x ∈ R, t ≥ 0. (16)

è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂2u11(x, t)

∂t2
=
∂2u11(x, t)

∂x2
− q(x)u11(x, t) + f0(x, t),

u11(0, t) = u11(1, t) = 0,

u11(x, 0) = u′11,t(x, 0) = 0.

Ïî òåîðåìå 2.1 î åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, äëÿ u11(x, t) èìååò

ìåñòî ôîðìóëà:

u11(x, t) = − 1

2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n≥n0

∫
γn

)∫ t

0
Rλf0(·, τ)

sin ρ(t− τ)

ρ
dλ. (17)

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèþ u1(x, t) ïðåäñòàâèì ðÿä (17) â âèäå

u11(x, t) = a1(x, t) + u12(x, t), (18)

ãäå a1(x, t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (17) ïóòåì çàìåíû Rλ íà R0
λ, u12(x, t)

ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì çàìåíû Rλ íà Rλ −R0
λ.

Òåîðåìà 3.1 Åñëè u1(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (6)-(8) ïðè ψ(x) =

f(x, t) = 0, òî

u1(x, t) = A(x, t) =
∞∑
n=0

an(x, t) (19)

è ðÿä A(x, t) àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïî x, t ∈ QT ïðè ∀ T > 0.
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Ñëåäñòâèå 3.1Ôóíêöèÿ u12(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)-(2.3)

ïðè óñëîâèÿõ

∂2u12(x, t)

∂t2
∈ L[QT ], ϕ(x) = ψ(x) = 0, f(x, t) = −q(x)a1(x, t).

Ñëåäñòâèå 3.2

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî ðÿä A(x, t) ñõîäèòñÿ è â ñëó÷àå ϕ(x) ∈
L[0, 1], è èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

A(x, t) = v(x, t) ∈ L[QT ]. (20)

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2 Åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ϕ′(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, ϕ(0) =

ϕ(1) = 0 è Lϕ ∈ Lp[0, 1](p > 1), òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3)

ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì T > 0 è ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå

u1(x, t) = A(x, t) =
∞∑
n=0

an(x, t). �

Òåîðåìà 3.3Ïóñòü ϕ(x) ∈ L[0, 1] è u1h(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è(1)-

(3) äëÿ u1(x, t) ñ ϕh(x) âìåñòî ϕ(x) è lim
h→0
||ϕh − ϕ||1 = 0. Òîãäà

lim
h→0
||u1h(x, t)− v(x, t)||L[QT ] = 0.

Òåîðåìà 3.4 Åñëè u2(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) ïðè óñëî-

âèÿõ ϕ(x) = f(x, t) = 0, òî âåðíî ðàâåíñòâî

u2(x, t) = B(x, t) =
∞∑
n=0

bn(x, t),

ãäå

bn(x, t) =
1

2

∫ t

0
dτ

∫ x+t−τ

x−t+τ
gn−1(η, τ)dη, n ≥ 1,

gn(x, t) = −q(x)bn(x, t), n ≥ 0,

ïðè÷åì ðÿäB(x, t) ñõîäèòñÿ àáîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà îòðåçêåQT ïðè ëþáîì

T > 0.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [5], òàêîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ψ(x) - àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ: ψ(0) = ψ(1) = 0, ψ′(x) ∈ L2[0, 1].

9



Ðÿä B(x, t) òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà QT ïðè ëþáûõ

ψ(x) ∈ L[0, 1]. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òàêæå èìååò ìåñòî òåîðåìà 3.3, ïðè ýòîì

èç lim
h→0
||ψh − ψ||1 = 0 ñëåäóåò lim

h→0
||u2h(x, t) − B(x, t)||C[QT ] = 0. Òàêèì îá-

ðàçîì, B(x, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3)

äëÿ u2(x, t).

Ïóñòü òåïåðü u3(x, t) èç ôîðìóëû u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t) -

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3)

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞),

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x),

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ϕ(x) = ψ(x) = 0 è ôóíêöèÿ f(x, t) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïðåäñòàâèì ðÿä (4) äëÿ u3(x, t) â âèäå ñóììû

u2(x, t) = u30(x, t) + u31(x, t),

ãäå ôóíêöèÿ u30(x, t) ïîëó÷åíà èç u3(x, t) ïóòåì çàìåíûRλ(f(·, τ)) íàR0
λ(f(·, τ)),

à ôóíêöèÿ u31(x, t) - èç u3(x, t) ïóòåì çàìåíû Rλ(f(·, τ)) íà Rλ(f(·, τ)) −
R0
λ(f(·, τ)).

Òåîðåìà 3.5 Åñëè u3(x, t) -êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3) ïðè óñëî-

âèÿõ ϕ(x) = ψ(x, t) = 0 è ôóíêöèÿ f(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

2.3, òî âåðíî ðàâåíñòâî

u3(x, t) = D(x, t) =
∞∑
n=0

dn(x, t),

ãäå

dn(x, t) =
1

2

∫ t

0
dτ

∫ x+t−τ

x−t+τ
mn−1(η, τ)dη, n ≥ 1,

mn(x, t) = −q(x)dn(x, t), n ≥ 0,

ïðè÷åì ðÿäD(x, t) ñõîäèòñÿ àáîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà îòðåçêåQT ïðè ëþáîì

T > 0.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [3], òàêîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â òîì

ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f(x, t) è f ′t(x, t) íåïðåðûâíû, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî f(0, t) = f(1, t) = 0.
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Ðÿä D(x, t) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîé f(x, t) ∈ L[QT ]. Òåîðåìà 3.2 âûïîëíÿ-

åòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå, ïðè÷åì èç lim
h→0
||fh(x, t) − f(x, t)||L[QT ] = 0 ñëåäóåò

lim
h→0
||u3h(x, t) − D(x, t)||C[QT ] = 0, ñëåäîâàòåëüíî, D(x, t) ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê îáîáùåííîå ðåøåíèå (1)-(3) äëÿ u3(x, t).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.6Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ϕ ∈ L[0, 1], ψ ∈ L[0, 1], f(x, t) ∈
L[QT ], QT = [0, 1]× [0, T ],∀T > 0. Òîãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3)

ñóùåñòâóåò, è ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå (21):

u(x, t) = A(x, t) +B(x, t) +D(x, t). (21)

4. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàáîòû îïèñàíà ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà íà ÿçû-

êå Python 3.8, ðåàëèçóþùàÿ ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

íîðìàëüíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïðèñòðåëêè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå â ïîëíîì îáúåìå ðàññìîòðåíî íàõîæäåíèå êëàññè÷åñêîãî è

îáîáùåííîãî ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ â ñëó÷àÿõ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàêèå çàäà÷è

ïîâñåìåñòíî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ôèçèêè ïðè èññëåäîâàíèè ïðî-

öåññîâ è ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ êîëåáàíèÿìè è îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïåðâûé ðàçäåë ðàáîòû ñîäåðæèò

íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ. Âî âòîðîì ðàçäåëå

äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà-

÷è, íåîáõîäèìàÿ äëÿ äàëüíåéøåãî íàõîæäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Â òðå-

òüåì ðàçäåëå ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû - òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è è âûðàæåíèå äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ. Â

÷åòâåðòîì ðàçäåëå ýòîé ðàáîòû ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà âûñîêîóðîâíåâîì

ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ Python, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü

÷èñëåííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì íåîäíîðîäíûõ ëè-

íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, è âèçóàëèçèðî-

âàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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