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Ââåäåíèå. Ãèïîòåçà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ áûëà âïåð-

âûå âûäâèíóòà Ëþäâèãîì Ïðàíäòëåì â ñòàòüå, ïðåäñòàâëåííîé 12 àâãóñòà

1904 ãîäà íà òðåòüåì Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Ãåéäåëüáåðãå,

Ãåðìàíèÿ. Îí óïðîùàåò óðàâíåíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè, ðàçäåëÿÿ ïîëå ïîòîêà

íà äâå îáëàñòè: îäíó âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå ïðåîáëàäàåò âÿçêîñòü è

ñîçäàåòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòü ñîïðîòèâëåíèÿ, èñïûòûâàåìîãî ãðàíè÷íûì òåëîì;

è îäíó âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå âÿçêîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü áåç ñóùå-

ñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàìêíóòîé

ôîðìû äëÿ òå÷åíèÿ â îáåèõ îáëàñòÿõ ïóòåì ñóùåñòâåííîãî óïðîùåíèÿ ïîë-

íûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà.

Äàííàÿ ãèïîòåçà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè î÷åíü

íàãëÿäíîå îáúÿñíåíèå âàæíîé ðîëè âÿçêîñòè â ïðîáëåìå ñîïðîòèâëåíèÿ, à ñ

äðóãîé ñòîðîíû, äàëà âîçìîæíîñòü ïðåîäîëåòü ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè è

òåì ñàìûì îòêðûëà ïóòü òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ òå÷åíèé æèäêîñòè ñ

òðåíèåì. Îíà ïðèìåíèìà è ê äðóãèì æèäêîñòÿì (ïîìèìî âîçäóõà) ñ óìåðåí-

íîé èëè íèçêîé âÿçêîñòüþ, òàêèì êàê âîäà. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò

ðàçíîñòü òåìïåðàòóð ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ è îáúåìíîé æèäêîñòüþ, óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü òåïëîïåðåäà÷è äâèæåíèå ê òåëó è îò íåãî ïðîèñõî-

äèò â îêðåñòíîñòè ñêîðîñòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ýòî îïÿòü æå ïîçâîëÿåò

óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ â ïîëå òå÷åíèÿ âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ðàñïðåäåëåíèå

äàâëåíèÿ ïî âñåìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïîâåðõ-

íîñòè (íàïðèìåð, àýðîäèíàìè÷åñêîìó ïðîôèëþ), îñòàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïî-

ñòîÿííûì ïî âñåìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ è ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå, êàê è íà ñàìîé

ïîâåðõíîñòè.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèÿ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â íàñòî-

ÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè, òàê êàê áîëüøèíñòâî ó÷åíûõ âñå ÷àùå

è ÷àùå îáðàùàþò ñâîå âíèìàíèå íà ïîèñê íîâûõ ìåòîäîâ è ñïîñîáîâ óïðàâ-

ëåíèÿ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ îòíîñèòåëüíóþ òîíêîñòü, ïî-

ãðàíè÷íûé ñëîé î÷åíü âàæåí äëÿ èíèöèèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äèíàìè÷åñêîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà è òåëà. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé îïðåäåëÿåò àýðîäèíàìè-

÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå è ïîäúåìíóþ ñèëó ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà èëè ïîòåðè

ýíåðãèè äëÿ ïîòîêà æèäêîñòè â êàíàëàõ (â äàííîì ñëó÷àå ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò òàêæå òåïëîâîé ïîãðàíè÷íûé
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ñëîé, êîòîðûé îïðåäåëÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå òåïëîïåðåäà-

÷è).

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîíâåêòèâíîãî ïî-

ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà âáëèçè ïåðåäíåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè

çàòóïëåííîãî òåëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â âÿçêóþ òåïëîïðîâîäíóþ íåñæèìà-

åìóþ æèäêîñòü ñ òåìïåðàòóðîé T∞ âåðòèêàëüíî ïîìåùåíî òåëî. ×åðåç ïðî-

íèöàåìóþ ïîâåðõíîñòü òåëà âäóâàåòñÿ æèäêîñòü ñ ïàðàìåòðàìè, îòëè÷íûìè

îò ïàðàìåòðîâ îêðóæàþùåé ñðåäû. Ñêîðîñòü âäóâà æèäêîñòè Vy(x) = Axα

(A = const, α = const > 0). Òåìïåðàòóðà âäóâàåìîé æèäêîñòè ðàñïðåäåëåíà

âäîëü ïîâåðõíîñòè òåëà ïî çàêîíó T = T∞ +Bx (B = const).

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è èìååò ïðèêëàäíîé õàðàêòåð, åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â èçó÷åíèè ðå-

àëüíûõ ïîòîêîâ æèäêîñòåé, êàê íüþòîíîâñêèõ, òàê è íåíüþòîíîâñêèõ.

Ñòðóêòóðà áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Áàêàëàâðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç îáîçíà-

÷åíèÿ è ñîêðàùåíèé, îïðåäåëåíèé, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà

ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ.

Â îáîçíà÷åíèÿõ è ñîêðàùåíèÿõ ââîäèòñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîíñòàíò,

ó÷àñòâóþùèõ â îïèñàíèè òå÷åíèÿ æèäêîñòåé.

Â îïðåäåëåíèÿõ ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå òåðìèíû ðàññìàòðèâàåìîé îáëà-

ñòè.

Âî ââåäåíèè ñòàâÿòñÿ öåëè è çàäà÷è ïî èçó÷åíèþ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à

òàêæå îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðîèçâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â òðåòüåé ãëàâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò èñõîäíîé ñèñòåìû, îïèñûâàþ-

ùåé äâèæåíèå íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, ê ñèñòåìå â àâòîìîäåëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíî ðàññóæäåíèå íà òåìó ðåøåíèÿ ïîëó÷åí-

íîé ñèñòåìû ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Áûëî îñóùåñòâëåíî ïîñòðîåíèå ñõåìû

òå÷åíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòåé, â êîòîðîé óñëîâíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç δ äâóõ-
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ñëîéíîå ïîãðàíè÷íîå òå÷åíèå. Ïåðâîé ïîëàãàåòñÿ òà ñðåäà, ê êîòîðîé îòíî-

ñèòñÿ âíåøíèé ñëîé, à âòîðîé � ñðåäà, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ âíóòðåííèé.

Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à èçó÷åíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â ïîãðà-

íè÷íûõ ñëîÿõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îêðóæàþùèõ ñðåä.

Êîãäà îêðóæàþùàÿ è âäóâàåìàÿ æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè íåíüþ-

òîíîâñêèìè æèäêîñòÿìè ñ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ, òå÷åíèå â òåì-

ïåðàòóðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè óñëîâèè ïðåíåáðåæåíèÿ òåïëîì, êîòîðîå

âûäåëÿåòñÿ âñëåäñòâèå ðàáîòû ñèë âÿçêîñòè, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíå-

íèé:

∂ui
∂x

+
∂vi
∂y

= 0, (1)

ρi

(
ui
∂ui
∂x

+ vi
∂ui
∂y

)
= µ∗ini

∣∣∣∣∂ui∂y

∣∣∣∣ni−1∂2ui∂y2
+ ρigβi(Ti − T∞)aix, (2)

ρici

(
ui
∂Ti
∂x

+ vi
∂Ti
∂y

)
= λ∗imi

∣∣∣∣∂Ti∂y

∣∣∣∣mi−1∂2Ti
∂y2

, i = 1, 2, (3)

ãäå ïàðàìåòðû ñ èíäåêñîì ¾1¿ îòíîñÿòñÿ ê æèäêîñòè èç âíåøíåãî òå÷åíèÿ

δ(x) ≤ y <∞, à ñ èíäåêñîì ¾2¿ � ê æèäêîñòè, âäóâàåìîå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü

òåëà 0 ≤ y < δ(x), yδ = δ(x) � óðàâíåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà æèäêîñòåé.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà èìåþò âèä

ïðè y = 0 : u2 = 0, v2 = Axα, T2 = T∞ +Bx. (4)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòåé èìåþò âèä

ïðè y = yδ : u1 = u2, v1 = v2, µ∗1

∣∣∣∣∂u1∂y

∣∣∣∣n1−1∂u1∂y
= µ∗2

∣∣∣∣∂u2∂y

∣∣∣∣n2−1∂u2∂y
,

T1 = T2, λ∗1

∣∣∣∣∂T1∂y

∣∣∣∣m1−1∂T1
∂y

= λ∗2

∣∣∣∣∂T2∂y

∣∣∣∣m2−1∂T2
∂y

(5)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âäàëè îò òåëà (¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿) èìåþò âèä

ïðè y →∞ : u1 → 0, T1 → T∞ (6)
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Ïåðåõîä ê àâòîìîäåëüíûì ïåðåìåííûì áûë îñóùåñòâëåí ïðè ïîìîùè

ôîðìóë

x = Lx, y = Y y, ui = Uui, vi = V vi, Ti = T∞ +BLT i; (7)

è ôóíêöèé òîêà

ψi = Ψψi(x, y). (8)

Ïðè ýòîì, ââèäó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (1), ïîëàãàëàñü ñïðàâåäëèâîé

ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ôóíêöèè òîêà ñî ñêîðîñòüþ

ui =
∂ψi
∂y

, vi = −∂ψi
∂x

. (9)

Ïîñëå ââåäåíèÿ ôîðìóë (7), (8) áûë ïðîâåäåí ðÿä òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, êîòîðûå ïîçâîëèëè óìåíüøèòü ïðèñóòñòâèå ìàñøòàáà L â ôóíêöèÿõ

òîêà ψi. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ψi =

(
x6n1−1ν∗1

2n21(gβ1a1B)2n1−1
) 1

2n1+2

· ϕi(η),

η = y −2n1−2

√
x3n1−4ν∗1

2n21(gβ1a1B)n1−2,

(10)

ãäå η � íåçàâèñèìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ϕi(η) � èñêîìàÿ àâòîìîäåëü-

íàÿ ïåðåìåííàÿ. Ôóíêöèÿ ϕi(η) íàçûâàåòñÿ àâòîìîäåëüíûì ïðåäñòàâèòåëåì

ôóíêöèè òîêà ψ â îáëàñòè i.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû

îïðåäåëèòü ôóíêöèè ϕi(η), áûëè íàéäåíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïåðåìåí-

íîé η:

∂η

∂x
=

4− 3n1
2n1 + 2

η

x
,
∂η

∂y
=

(
x3n1−4ν∗1

2
n21(gβ1a1B)n1−2

)− 1
2n1+2

, (11)
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à òàêæå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè èç óñëîâèé (9):

ui =

(
x3n1+3(gβ1a1B)n1+1

) 1
2n1+2 dϕi

dη
, (12)

vi = − 1

2n1 + 2

(
x4n1−3ν∗1

2n21(gβ1a1B)2n1−1
) 1

2n1+2

×

×
(

(6n1 − 1)ϕi + (4− 3n1)η
dϕi
dη

)
. (13)

Ðåøåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû èñêàëîñü â âèäå:

Ti = T∞ +Bxϑi(η), (14)

ãäå ϑi(η) � àâòîìîäåëüíûé ïðåäñòàâèòåëü òåìïåðàòóðû â i-òîì ñëîå, η �

ââåäåííàÿ ðàíåå íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (9), (14) â óðàâíåíèÿ (2), (3) áûëà ïîëó÷åíà

ñèñòåìà

i = 1 : (2n1 + 2)

∣∣∣∣d2ϕ1

dη2

∣∣∣∣n1−1d3ϕ1

dη3
+ (6n1 − 1)ϕ1

d2ϕ1

dη2
−

−(3n1 + 3)

(
dϕ1

dη

)2

+ (2n1 + 2)ϑ1 = 0,

d2ϑ1
dη2
·
∣∣∣∣dϑ1dη

∣∣∣∣
7(n1−1)
6−n1

−Pr∗1
(
ϑ1
dϕ1

dη
− 6n1 − 1

2n1 + 2
ϕ1
dϑ1
dη

)
= 0;

(15)

i = 2 : (2n1 + 2)

∣∣∣∣d2ϕ2

dη2

∣∣∣∣n1−1d3ϕ2

dη3
+

(
(6n1 − 1)ϕ2

d2ϕ2

dη2
−

−(3n1 + 3)

(
dϕ2

dη

)2

+ (2n1 + 2)ϑ2

)
k∗ = 0,

d2ϑ2
dη2
·
∣∣∣∣dϑ2dη

∣∣∣∣
7(n1−1)
6−n1

−Pr∗2
(
ϑ2
dϕ2

dη
− 6n1 − 1

2n1 + 2
ϕ2
dϑ2
dη

)
= 0,

(16)

ãäå k∗ =
kρ
kµ∗

, kµ∗ =
µ∗1
µ∗2
, kρ =

ρ1
ρ2
, Pr∗1 = n

5
6−n1
1

6− n1
6n1 − 1

· c1
λ∗1
·

µ∗1
5

6−n1 ρ
1−n1
6−n1
1 (gβ1a1)

2(n1−1)
6−n1 B

5(1−n1)
6−n1 � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ âî âíåøíåì ïîãðàíè÷íîì
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ñëîå, Pr∗2 =
6− n1
6n1 − 1

· ρ2c2
λ∗2
· ν∗1n1

5
6−n1 (gβ1a1)

2(n1−1)
6−n1 B

5(1−n1)
6−n1 � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ âî

âíóòðåííåì ïîãðàíè÷íîì ñëîå.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (9), (14) â (4) áûëè ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ :

ïðè η = 0 : ϕ2(0) = −A2n1 + 2

6n1 − 1

(
ν∗1

2n21(gβ1a1B)2n1−1
) −1

2n1+2

,

ϑ2(0) = 1,
dϕ2

dη

∣∣∣∣
η=0

= 0

(17)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (9), (14) â (5) áûëè ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòåé â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ :

ïðè η = ηδ : ϕ1(ηδ) = ϕ2(ηδ),

dϕ1

dη

∣∣∣∣
η=ηδ

=
dϕ2

dη

∣∣∣∣
η=ηδ

,
d2ϕ1

dη2

∣∣∣∣
η=ηδ

= k
− 1
n1

µ∗
d2ϕ2

dη2

∣∣∣∣
η=ηδ

,

ϑ1(ηδ) = ϑ2(ηδ),
dϑ1
dη

∣∣∣∣
η=ηδ

= k
− 6−n1

6n1−1

λ∗
dϑ2
dη

∣∣∣∣
η=ηδ

.

(18)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (9), (14) â (6) áûëè ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ âäàëè îò òåëà (¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿):

ïðè η →∞ :
dϕ1

dη

∣∣∣∣
η=∞
→ 0, ϑ1(∞)→ 0. (19)

Òàêèì îáðàçîì, â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå çàäà÷è î åñòåñòâåí-

íîé êîíâåêöèè âáëèçè ïåðåäíåé òî÷êè çàòóïëåííîãî ïîðèñòîãî òåëà ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåì ÎÄÓ (15), (16) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè (17) ïðè η = 0, (18) ïðè η = ηδ è (19) ïðè η →∞.

Àíàëèòè÷åñêè ïîñòàâëåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ðåøèòü íåëüçÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íà ïîëóèíòåðâàëå

[0, ηδ) íåîáõîäèìî íàëè÷èå ïÿòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à èìåííî ïðè η = 0
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íåîáõîäèìî çíàòü

ϕ2(0) = ϕ200,
dϕ2

dη

∣∣∣∣
η=0

= ϕ210,
d2ϕ2

dη2

∣∣∣∣
η=0

= ϕ220,

ϑ2(0) = ϑ200,
dϑ2
dη

∣∣∣∣
η=0

= ϑ210.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ϕ220 è ϑ210 íåèçâåñòíû, îíè áûëè îïðåäåëåíû ìåòîäîì

ïðèñòðåëêè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè η = ηδ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (18), à ïðè

η →∞ � óñëîâèå (19).

Ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âìåñòî ïîëóèíòåðâàëà

[ηδ, ∞) ðàññìàòðèâàëñÿ ñåãìåíò [ηδ, ηm], ãäå ηm � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ (14) è (15) áûë ïðèìåíåí

ìåòîä, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà è ìåòîäà Ðóíãå-

Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 1, ñ ðèñóíêîì 2, ñ ðèñóíêîì 3 ïðè ðàçëè÷-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n1 è ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòè âäóâà ϕ00 æèäêîñòè

ìîæíî óâèäåòü ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðîäîëüíûõ è

ïîïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé. Íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà n1

ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëüøàÿ ïðîäîëüíàÿ è íàèìåíüøàÿ ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþ-

ùèå ñêîðîñòåé æèäêîñòåé, òàêèì îáðàçîì çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ϕ ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîé, à âåëè÷èíû ϑ � îáðàòíîé.

Ðèñóíîê 1 � Ðàñïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðîäîëüíûõ è ïî-
ïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé æèäêîñòåé ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà ϕ00 = −0.2

8



Ðèñóíîê 2 � Ðàñïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðîäîëüíûõ è ïî-
ïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé æèäêîñòåé ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà ϕ00 = −0.5

Ðèñóíîê 3 � Ðàñïðåäåëåíèå áåçðàçìåðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïðîäîëüíûõ è ïî-
ïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé æèäêîñòåé ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà ϕ00 = −1

Çàêëþ÷åíèå. Ðåøåíà çàäà÷à, î ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà, ïîâåðõíîñòè òîíêîé

ïîðèñòîé âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíû êàê äëÿ ñëó÷àÿ íåíüþòîíîâñêèõ ñðåä.

Âûïîëíåí ïåðåõîä ê àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííûì è ñôîðìóëèðîâàíà êðàå-

âàÿ çàäà÷à, â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé, ðåøå-

íèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ÎÄÓ äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ïðåäñòàâè-

òåëåé ôóíêöèè òîêà è òåìïåðàòóðû ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïëàñòèíå è

âäàëè îò ïëàñòèíû. Çàäà÷à ïàðàìåòðèçîâàíà ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè: ñêîðî-

ñòüþ âäóâà/âñàñûâàíèÿ, ÷èñëîì Ïðàíäòëÿ, ïîêàçàòåëåì ï, õàðàêòåðèçóþùèì

ñòåïåííóþ íåíüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü, à òàêæå ïåðåêëþ÷àòåëåì, ó÷èòûâàþ-

ùèì âëèÿíèå âÿçêîñòè ïðè ðàñ÷åòå òåïëà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé

êîìáèíàöèþ ìåòîäà, Íüþòîíà è ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå
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çàäà÷è ïðåäñòàâëåíî â âèäå ãðàôèêîâ. Äàíà îöåíêà ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåò-

ðîâ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.
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