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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âñòðå-

÷àåòñÿ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, òåõíèêå, ýêîíîìèêå, ìàòåìàòèêå, â ñôåðå äå-

ëîâûõ îòíîøåíèé è â íàóêå óïðàâëåíèÿ ãîñóäàðñòâîì.

Íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ìíîæåñòâà ýêîíî-

ìè÷åñêèõ çàäà÷. Òàê, íàïðèìåð â çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè îãðàíè÷åííûõ ðå-

ñóðñîâ ìàêñèìèçèðóþò ëèáî ýôôåêòèâíîñòü, ëèáî, åñëè èçó÷àåòñÿ ïîòðåáè-

òåëü, ïîòðåáëåíèå ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå âûðàæàþò óñëîâèÿ

îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ. Â òàêîé îáùåé ïîñòàíîâêå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìó-

ëèðîâêà çàäà÷è ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíîé, íî â êîíêðåòíûõ ïðèìåíåíèÿõ

êîëè÷åñòâåííûé âèä âñåõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåí íåïîñðåäñòâåííî.

Ìåòîä "çàòðàòû � ýôôåêòèâíîñòü"òàêæå óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó íåëè-

íåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ. Äàííûé ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé â óïðàâëåíèè ãîñóäàðñòâîì. Îáùåé ôóíêöèåé ýôôåê-

òèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ áëàãîñîñòîÿíèå. Çäåñü âîçíèêàþò äâå çàäà÷è íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ïåðâàÿ � ìàêñèìèçàöèÿ ýôôåêòà ïðè îãðàíè÷åííûõ çà-

òðàòàõ, âòîðàÿ � ìèíèìèçàöèÿ çàòðàò ïðè óñëîâèè, ÷òîáû ýôôåêò áûë âûøå

íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî óðîâíÿ. Îáû÷íî ýòè çàäà÷è õîðîøî ìîäåëèðóþòñÿ

ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ïîäñïîðüåì ïðè ïðèíÿòèè ãîñóäàðñòâåííûõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå

ÿâëÿåòñÿ, åñòåñòâåííî, ðåêîìåíäàòåëüíûì, ïîýòîìó íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü

ïðåäïîëîæåíèÿ è òî÷íîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ, ïðåæäå ÷åì ïðèíÿòü îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷àñòî âîçíèêàþò è â äðóãèõ îò-

ðàñëÿõ íàóêè. Òàê, íàïðèìåð, â ôèçèêå öåëåâîé ôóíêöèåé ìîæåò áûòü ïîòåí-

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, à îãðàíè÷åíèÿìè � ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Â îá-

ùåñòâåííûõ íàóêàõ è ïñèõîëîãèè âîçíèêàåò çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñîöèàëüíîé

íàïðÿæåííîñòè, êîãäà ïîâåäåíèå ëþäåé ïîä÷èíåíî îïðåäåëåííûì çàêîíàì.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ

ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.
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Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ: âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ íåëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çà-

äà÷è:

� ðåøèòü âûáðàííóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ëàãðàí-

æà;

� ïðåäñòàâèòü êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ âûáðàííûõ çàäà÷ íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñðåäå ïàêåòîâ Excel è Python.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, 3 ðàçäåëîâ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ïðèëîæåíèé

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû è å¼ ïðàêòè-

÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, ôîðìèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû è ñòàâÿòñÿ îñíîâíûå çàäà÷è.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ïðèâåäåíû îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

â ýêîíîìèêå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå â ðàáîòå.

Ìîæíî âûäåëèòü 3 ýòàïà ïðîâåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

â ýêîíîìèêå:

1. ñòàâÿòñÿ öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèòñÿ êà÷åñòâåííîå îïè-

ñàíèå îáúåêòà â âèäå ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè.

2. ôîðìèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷àåìîãî îáúåêòà, îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ âûáîð ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Äàëåå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ñ ïîìîùüþ

ýòèõ ìåòîäîâ.

3. îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàáîòêà è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Õàðàêòåðèñòèêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìàëüíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþò â îñíîâíîì ñëåäóþùèå ìå-

òîäû:

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé íàèáîëåå èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñëîæíûõ îïòèìàëüíûõ çàäà÷.

Îáû÷íîé îáëàñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ èç-

âåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿ-
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åò íàéòè íå î÷åíü ñëîæíîå, òàêæå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîä-

íûõ;

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïðèìåíÿþò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî æå

êëàññà ñëîæíîñòè, êàê è ïðè èñïîëüçîâàíèè îáû÷íûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ

ôóíêöèé, íî ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâ íà íåçàâèñèìûå ïåðå-

ìåííûå. Ê òðåáîâàíèþ âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé

äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðè ýòîì äîáàâëÿåòñÿ àíàëî-

ãè÷íîå òðåáîâàíèå îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêîãî âèäà óðàâíåíèé îãðàíè÷å-

íèé;

Ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþò äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷, â êîòîðûõ êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ôóíêöè-

îíàëîâ è ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ñëóæàò íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Òàêèå çàäà÷è

âîçíèêàþò îáû÷íî ïðè ñòàòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ ñ ðàñïðåäåëåí-

íûìè ïàðàìåòðàìè èëè â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè;

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñëóæèò ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøå-

íèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äèñêðåòíûõ ìíîãîñòàäèéíûõ ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ

êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè çàäàåòñÿ êàê àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ êðèòåðèåâ îï-

òèìàëüíîñòè îòäåëüíûõ ñòàäèé. Áåç îñîáûõ çàòðóäíåíèé óêàçàííûé ìåòîä

ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ñëó÷àé, êîãäà êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè çàäàí â

äðóãîé ôîðìå, îäíàêî ïðè ýòîì îáû÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îòäåëü-

íûõ ñòàäèé;

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðèìåíÿþò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðî-

öåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîñòîèíñòâîì

ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøåíèå

ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå ðàçðûâíûõ ôóíêöèé; ýòî ñâîéñòâåííî ìíîãèì çà-

äà÷àì îïòèìèçàöèè, íàïðèìåð çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè,

îïèñûâàåìûìè ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè;

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-

ðàò, ðàçðàáîòàííûé äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìàëüíûõ çàäà÷ ñ ëèíåéíûìè âûðàæå-

íèÿìè äëÿ êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè è ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáëàñòü

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ. Òàêèå çàäà÷è îáû÷íî âñòðå÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè âî-

ïðîñîâ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà ñ îãðàíè÷åííûì êîëè÷å-

ñòâîì ðåñóðñîâ, ïðè îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïåðåâîçîê (òðàíñïîðò-
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íûå çàäà÷è) è ò. ä.;

Ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþò äëÿ ðåøåíèÿ îïòè-

ìàëüíûõ çàäà÷ ñ íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè öåëè. Íà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

ìîãóò áûòü íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ òàêæå â âèäå íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé,

èìåþùèõ âèä ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ. Ïî ñóùåñòâó ìåòîäû íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò, åñëè íè îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìåòî-

äîâ íå ïîçâîëÿåò ñêîëüêî-íèáóäü ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè îïòèìàëüíîé çàäà-

÷è. Ïîýòîìó óêàçàííûå ìåòîäû èíîãäà íàçûâàþò òàêæå ïðÿìûìè ìåòîäàìè

ðåøåíèÿ îïòèìàëüíûõ çàäà÷;

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçðàáîòàí è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ

îïðåäåëåííîãî êëàññà çàäà÷ ìåòîä ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòîò

ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ, â êîòîðûõ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ çàäàþòñÿ â âèäå

ïîçèíîìîâ - âûðàæåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñóììó ïðîèçâåäåíèé ñòåïåí-

íûõ ôóíêöèé îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

â îáùåì âèäå è åå ìåòîäû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â òðåòüåì ðàçäåëå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îá-

ùåì âèäå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = (x1, x2, ..., xn) → min(max). Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì:

g1(x1, x2, ..., xn) ≤ b1,

..............................

gm(x1, x2, ..., xn) ≤ bm,

gm+1(x1, x2, ..., xn) ≥ bm+1,

..............................

gk(x1, x2, ..., xn) ≥ bk,

gk+1(x1, x2, ..., xn) = bk+1,

..............................

gp(x1, x2, ..., xn) = bp.
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x1, x2, ..., xn ≥ 0, ãäå õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé f, gi íåëèíåéíàÿ.

Äëÿ ÇÍÏ íåò åäèíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà öåëåâîé

ôóíêöèè è ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ,

ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ãðàäèåíòíûå ìåòîäû è

ò.ä.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ïî ñóùå-

ñòâó óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå èäåíòèôèöèðî-

âàòü òî÷êè îïòèìóìà â çàäà÷àõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ðàâåíñòâ. Ïðè ýòîì

çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïîòðåáóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé

îïòèìèçàöèè, â êîòîðîé ôèãóðèðóþò íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, íà-

çûâàåìûå ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Ìåòîä ãðàäèåíòà. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàõîäÿòñÿ çíà÷å-

íèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì, êîòîðûå îïðå-

äåëÿþò íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå è îñóùåñòâëÿåòñÿ

øàã â íàïðàâëåíèè îáðàòíîì íàïðàâëåíèþ ãðàäèåíòà, ò.å. â íàïðàâëåíèè íàè-

áûñòðåéøåãî óáûâàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (åñëè èùåòñÿ ìèíèìóì).

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðåìåíò. Ó ïðîèç-

âîëüíîé çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåêîòîðûå èëè âñå ñâîéñòâà,

õàðàêòåðíûå äëÿ çàäà÷ ëèíåíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îòñóñòâóþò. Äëÿ çàäà÷

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå ñóùåñòâóåò îáùåãî óíèâåðñàëüíîãî ìåòî-

äà èõ ðåøåíèÿ (àíàëîãè÷íî ñèìïëåêñíîìó ìåòîäó).

Äëÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íåëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïðîèç-

âîäñòâà. Èçâåñòåí ðûíî÷íûé ñïðîñ íà íåêîòîðîå èçäåëèå â êîëè÷åñòâå 180 åä.

Ýòî èçäåëèå ìîæåò áûòü èçãîòîâëåíî äâóìÿ ïðåäïðèÿòèÿìè îäíîãî êîíöåðíà

ïî ðàçëè÷íûì òåõíîëîãèÿì. Åñëè èçäåëèå èçãîòàâëèâàåòñÿ íà ïåðâîì ïðåä-

ïðèÿòèè â êîëè÷åñòâå x1 åä., òî çàòðàòû íà åãî ïðîèçâîäñòâî ñîñòàâÿò 4x1+x21
ðóá. Ïðè èçãîòîâëåíèè èçäåëèÿ â êîëè÷åñòâå x2 åä. íà âòîðîì ïðåäïðèÿòèè

çàòðàòû ñîñòàâÿò 8x2 + x22 ðóá.

Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ íà ðàçíûõ ïðåäïðèÿòèÿõ,

ìîæåò ïðåäëîæèòü êîöåðí, ÷òîáû îáùèå èçäåðæêè íà åãî ïðîèçâîäñòâî áûëè

ìèíèìàëüíûìè.

Ñîñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èçäåðæêè ïðî-
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èçâîäñòâà ïðè èçãîòîâëåíèè x1 èçäåëèé íà ïåðâîì ïðåäïðèÿòèè è x2 íà âòî-

ðîì ñîñòàâÿò:

F (x1, x2) = 4x1 + x21 + 8x2 + x22

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

x1 + x2 = 180; x1, x2 ≥ 0; x1, x2 − öåëûå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ x1, x2, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (x1, x2) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå.

Àëãîðèòì ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ðåøåíèÿ ÇÍÏ:

Ýòàï 1. Ñîñòàâëÿþò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x1, ..., xn, λ1, ..., λm) = f(x1, ..., xn) +
m∑
j=1

λj(bj − gj(x1, ..., xn)).

Ýòàï 2. Íàõîäÿò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî xi è λj è

ïðèðàâíèâàþò èõ ê íóëþ.
∂L
∂xi

= ∂f
∂xi

−
m∑
j=1

λj
∂g
∂xi

= 0, i = 1, n

gj(x1, ..., xn) = bj, j = 1,m

Ýòàï 3. Ðåøàþò ñèñòåìó è îïðåäåëÿþò òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x1, ..., xn)

ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóì.

Ýòàï 4. Ïðîâåðÿþò ïîëó÷åííûå íà ýòàïå 3 òî÷êè íà ýêñòðåìóì è îïðå-

äåëÿþò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íàéäåííîé òî÷êè.

Äëÿ åå ðàñ÷åòà ïðèìåíèì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàí-

æà èìååò âèä

L(x1, x2, λ) = 4x1 + x21 + 8x2 + x22 + λ(180− x1 − x2).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè L ïî x1, x2 è λ è ïðèðàâíÿåì èõ ê
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íóëþ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
∂L
∂x1

= 2x1 − λ+ 4 = 0

∂L
∂x2

= 2x2 − λ+ 8 = 0

∂L
∂λ = 180− x1 − x2 = 0

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàéäåì x1 = 91, x2 = 89, λ = 186, F (x1, x2) = 17278.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïðè êîòîðîì

91 èçäåëèå ïðîèçâîäèòñÿ íà ïåðâîì ïðåäïðèÿòèè, 89 � íà âòîðîì. Ïðè ýòîì

èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà ñîñòàâÿò 17278 ð.

Â ïàêåòå Excel áûëà ðàññìîòðåíà òàæå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-

íîãî ïëàíà ïðîèçâîäñòâà. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ:

F (x1, x2) = 4x1 + x21 + 8x2 + x22

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

x1 + x2 = 180; x1, x2 ≥ 0; x1, x2 − öåëûå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ x1, x2, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (x1, x2) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå. Çàïîëíÿåì ðàáî÷èé ëèñò äàííûìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

Ðèñóíîê 1 � Òàáëèöà ñ èñõîäíûìè äàííûìè è íåîáõîäèìûìè ôîðìóëàìè

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîäêëþ÷àåì èíñòðóìåíò Excel � Ïîèñê ðåøåíèÿ.

Íàõîäèì ìèíèìóì öåëîâîé ôóíêöèè, ðåøàåì çàäà÷ó ìåòîäîì îáîáùåííîãî

ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà (ÎÃÏ) è ââîäèì îãðàíè÷åíèÿ. Ïîñëå ÷åãî íà ðàáî÷åì

ëèñòå îòîáðàçèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ðèñóíîê 2

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ïðè êî-
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Ðèñóíîê 2 � Ðåøåíèå çàäà÷è

òîðîì 91 èçäåëèå ïðîèçâîäèòñÿ íà ïåðâîì ïðåäïðèÿòèè, 89 � íà âòîðîì. Ïðè

ýòîì èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà ñîñòàâÿò 17278 ð., ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì

ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Íà ÿçûêå Python áûëà ðåøåíà ýêîíîìè÷åñêà çàäà÷à íà íàõîæäåíèå

ìèíèìàëüíîãî ðèñêà, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ìèíèìèçàöèè scipy. ×òòîáû ïî-

ìî÷ü âëàäåëüöàì ðåñòîðàíîâ âíîâü îòêðûòü ñâîé áèçíåñ âî âðåìÿ ïàíäåìèè

COVID-19, ïðàâèòåëüñòâî ñîçäàëî îáîáùåííûé èíäåêñ ðèñêà (CRI) CRI =

4x21 − 4x41 + x
6
3
1 + x1x2 − 4x22 + 4x42, ÷òîáû ïîìî÷ü âëàäåëüöàì ïîíÿòü, íà-

ñêîëüêî ðèñêîâàíî îòêðûâàòü ñâîè ìåñòà äëÿ îòäûõà â ïîìåùåíèè x1 è íà

îòêðûòîì âîçäóõå x2.

Âëàäåëåö ðåñòîðàíà, õî÷åò âíîâü îòêðûòü ñâîé ðåñòîðàí ñ ìèíèìàëü-

íûì ðèñêîì. Îäíàêî îí ïîíèìàåò, ÷òî äëÿ ýòîãî, ÷òîáû äàòü ñâîèì ñîòðóäíè-

êàì äîñòîéíûå ÷àñû ðàáîòû, åìó ïðèäåòñÿ îñâîáîäèòü êàê ìèíèìóì 10% ìåñò

â ïîìåùåíèè è 25% íà îòêðûòîì âîçäóõå. Êàêîâ ñàìûé áåçîïàñíûé ñïîñîá

(ñîãëàñíî CRI) äëÿ âëàäåëüöà âîçîáíîâèòü ñâîé áèçíåñ?

Ñîñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è:

minz = 4x21 − 4x41 + x
6
3
1 + x1x2 − 4x22 + 4x42

ïðè óñëîâèè

x1 ≥ 0, 1; x2 ≥ 0, 25; x1, x2 ≤ 1.

Èçîáðàçèì ïðîáëåìó è åå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øåå ïðåä-

ñòàâëåíèå î òîì, êàêîãî ðåçóëüòàòà îæèäàòü. Äëÿ ýòîãî ñîçäàäèì íàáîð çíà-

÷åíèé äëÿ x1 è x2 ìåæäó 0 è 1, ÷òîáû îòîáðàæàòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè

â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê íà êîíòóðíîì ãðàôèêå ðèñóíêà 3

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû â ðàéîíå x1 = 1 è x2 = 0, 6.
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Ðèñóíîê 3 � Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

Èìåÿ ýòî â âèäó áûë èñïîëüçîâàí àëãîðèòì îïòèìèçàöèè ñ íåñêîëüêèìè çà-

ïóñêàìè, ÷òîáû èçáåæàòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

×òîáû ðåàëèçîâàòü ìíîãîçàõîäíûé ïîäõîä, ñíà÷àëà áûëà îïðåäåëíà

ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò ñïèñîê ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê

â ïðåäåëàõ äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà. Ïîñëå íóæíî îïðåäåëèòü öåëåâóþ ôóíê-

öèþ ïðîáëåìû, îãðàíè÷åíèÿ è ãðàíèöû â ôîðìàòå, êîòîðûé ïðèíèìàåò scipy.

Áûëî ñîçäàíî 50 ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê. Íà êàæäîé èòåðàöèè ïðî-

âåðÿëîñü, óñïåøíî ëè ðåøàòåëü íàøåë ëó÷øåå ðåøåíèå, ÷åì ðàíüøå, è åñëè

ýòî òàê, òî ìû ñîõðàíÿåì åãî êàê "ëó÷øåå"ðåøåíèå. Â êîíöå ïðîâåðêà, áûëî

ëè ëó÷øåå ðåøåíèå óñïåøíûì, è åñëè äà, òî âûâîäèì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ

êàê íà ðèñóíêå 4

Ðèñóíîê 4 � Ðåçóëüòàò ðàáîòû

Ðåçóëüòàò ðàáîòû: ìíîãîçàõîäíûé îïòèìèçàòîð óñïåøíî íàøåë ãëîáàëü-

íûé ìèíèìóì. Âëàäåëåö ìîæåò ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé îáîáùåííûé èíäåêñ

ðèñêà äî çíà÷åíèÿ -0,88, îòêðûâ 10% ñâîèõ ìåò â ïîìåùåíèè è 70% íà óëèöå.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ýêîíîìèêå;

2. èçó÷åíû õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè;
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3. ðåøåíà çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà;

4. ïðåäñòàâëåíà êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ âûáðàííûõ çàäà÷ íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñðåäå ïàêåòà Excel è íà ÿçûêå Python.
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