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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñìåøàííûõ

çàäà÷ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äîïóñêàþùèõ ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-

íûõ ïî ìåòîäó Ôóðüå, íà ïðèìåðå ñìåøàííîé çàäà÷è ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè

ïåðåìåííûìè. Òåðìèí ñìåøàííàÿ çàäà÷à îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â çàäà÷å ó÷àñò-

âóþò êàê ãðàíè÷íûå, òàê è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ïðîàíàëèçèðîâàíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ìåòîäà Ôóðüå êàê ñòðîãîãî ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìåòîäà. Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé òàêîãî îïåðàòîðà, à òàêæå ðåøåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà Ôóðüå ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òðåáóåìîé ãëàäêîñòè ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ áàçèðóåòñÿ íà îáîáùåííîì ïðèíöèïå

ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé

çàäà÷è â âèäå ðÿäà Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì áóäåò åå ðåøåíèåì, åñ-

ëè âñå åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,

ìîãóò áûòü íàéäåíû ïóòåì ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äàííîãî ðÿäà

íóæíîå ÷èñëî ðàç. Çàêîííîñòü ýòèõ îïåðàöèé íàä äàííûìè ðÿäàìè íàêëàäû-

âàåò âåñüìà æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê èñõîäíûì äàííûì ñìåøàííîé çàäà÷è, íå

âûçâàííûå ñàìîé åå ïîñòàíîâêîé. Êðîìå òîãî, ýòè òðåáîâàíèÿ, ôîðìóëèðóå-

ìûå â òåðìèíàõ ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è

íà÷àëüíûõ ôóíêöèé, äîëæíû åùå îáåñïå÷èòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôîð-

ìàëüíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûõ ðÿäîâ. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê ãðóáûì äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ èñêîìûõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Öåëü ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

â ëèíåéíûõ è íå ëèíåéíûõ ñðåäàõ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Àíàëèç ñòðóêòóðû ïðîáëåìíîé îáëàñòè, âûÿâèòü êðèòè÷åñêèå âàðèàíòû

è ðàñøèðèòü òåêóùóþ îáëàñòü ãðàíèöû ðåøåíèÿ çàäà÷.

2. Ðàçðàáîòêà ìîäåëåé ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷.
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3. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû äëÿ ðåøåíèÿ

ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

4. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çà-

äà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

5. Ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðàñ÷¼òà è àíà-

ëèçà ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ðàçäåëåíèÿ ðÿäà äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé

çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

2. Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ

ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

3. Ïîëó÷åíî óñëîâèå äëÿ ãëàäêîé ñîñòàâëÿþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ.

4. Ïîëó÷åíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ïðè ðàçäåëåíèè ðÿäà äëÿ

ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

5. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ðåøåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïðåäëî-

æåííûìè âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè è îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ìåñòîîïðåäåëåíèÿ

â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ.

6. Ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììíûå ìîäóëè, êîòîðûå ðåàëèçóþò ÷èñëåííûå ìå-

òîäû äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõî-

äà, äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì

óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

êâàíòîâîãî ïîäõîäà â âèäå áèáëèîòåê äëÿ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Matlab,

Matematica, MatCat, MPI Visio, IBM QFT.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû (÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà, äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ âîë-

íîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîâîãî ïîäõîäà), ïðåèìóùåñòâî êîòî-

ðûõ çàêëþ÷àþòñÿ â ñêîðîñòè ðàáîòû,îöåíêè ïîãðåøíîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé
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ñëîæíîñòè ïî ñðàâíåíèþ îò êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà, ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ

è ìåòîäà ïðîãîíêè.

Ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïîçâîëÿþùåå ðåøàòü ñìåøàííûå

çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîäîëü-

íûõ çâóêîâûõ êîëåáàíèé â ãàçå, æèäêîñòè, òâåðäîì òåëå, ïåðå÷íûõ êîëåáàíèé

ñòðóíû, ïåðåäâèæåíèå îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå è â âàêóóìå.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñìåøàííûõ çàäà÷ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Ïðåäìåòîì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ, àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ.

Ìåòîäû è ìàòåðèàëû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâà-

ëèñü ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ÷èñ-

ëåííîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé è ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëñÿ êîìïëåêñ êëàñòåðíîãî îáî-

ðóäîâàíèÿ IBM (Ïðîöåññîðû AMD Ryzen� Threadripper� PRO, ñåðâåðû

Compaq AlphaServer SC, ïëàòôîðìà RS/6000) è ÏÎ Visio Studio.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðåèìóùåñòâî

êîòîðûõ çàêëþ÷àþòñÿ â ñêîðîñòè ðàáîòû,îöåíêè ïîãðåøíîñòè è âû÷èñëè-

òåëüíîé ñëîæíîñòè ïî ñðàâíåíèþ îò êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà, ìåòîäà ðàç-

ëîæåíèÿ è ìåòîäà ïðîãîíêè.

Ïðîãðàììíûå ìîäóëè ïîçâîëÿþò ðåøàòü ñìåøàííûå çàäà÷è â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîäîëüíûõ çâóêîâûõ êîëåáàíèé

â ãàçå, æèäêîñòè, òâåðäîì òåëå, ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû, ïåðåäâèæåíèå

îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå è â âàêóóìå.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò-

ñÿ êîððåêòíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è òåîðèè äèôôåðåíöè-
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àëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ñðàâíå-

íèåì ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Ëè÷íûé âêëàä

Àâòîð ëè÷íî ðàçðàáîòàë àëãîðèòìû (Àäàïòèâíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà, ÷èñëåííûé ìåòîä

äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèå ñîõðàíå-

íèÿ, Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîâîãî ïîäõîäà) è

ïîäïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé

â ïëîñêîì è ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àÿõ. Âûïîëíèë âñå îïèñàííûå â ðàáîòå

÷èñëåííûå ðàñ÷åòû íà îñíîâå àëãîðèòìîâ íà ðàçðàáîòàííîì ïðîãðàììíîì

êîìïëåêñå.

Àâòîðîì ëè÷íî âûâåäåíû ñëåäóþùèå òåîðåìû: Òåîðåìà 1.2, Ñëåäñòâèå

1.1, Ñëåäñòâèå 1.2, Ëåììà 1.1, Ëåììà 1.2, Òåîðåìà(ðàçëîæèìîñòè), Òåîðåìà

1.3, Òåîðåìà 3.1.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 3 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ

2 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü æóðíàëîâ, ðåêî-

ìåíäóåìûõ ÂÀÊ, 1 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ.

Íà ðåãèñòðàöèè â ïàòåíòíîì îòäåëå íàõîäÿòñÿ 2 ïðîãðàììû (íà îñíîâàíèè

ìåòîäîâ - Àäàïòèâíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ

ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà è ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ).

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 5 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îá-

ùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 116 ñòðàíèöû, 22 ðèñóíêà, 1 òàáëèöû, 6 ñòðàíèö

áèáëèîãðàôèè, âêëþ÷àþùåé 57 íàèìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé,

íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùèõ ê òåìå äèññåðòàöèè, à òàêæå, ïðèâîäèòñÿ

êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ÷àñòè ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå îäíîðîäíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå

óðàâíåíèå

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂2u(x, t)

∂x2
+ p(x)u(x, t) = 0 (1)

ñ âåùåñòâåííûì ïîòåíöèàëîì

p(x) ∈ C[0, π] (2)

îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâè-

ÿì (ãäå ∀ - äëÿ âñåõ çíà÷åíèé)

u(0, t) = u(π, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ] (3)

è íà÷àëüíûì äàííûì Êîøè

u(x, 0) = φ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x). (4)

Íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ

u(x, t) ∈ C2(Q), (5)

óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáû÷íîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (1) â îòêðûòîì ïðÿìîóãîëü-

íèêå Q, à òàêæå ãðàíè÷íûì (3) è íà÷àëüíûì (4) óñëîâèÿì. Ïðèâåäåì íåêîòî-

ðûå ñîîáðàæåíèÿ â ïîëüçó âûáîðà êëàññà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â âèäå (5), ÿâ-

ëÿþùèìñÿ òðàäèöèîííûì â ñìåøàííûõ çàäà÷àõ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

u(x, t) ∈ C2(Q)
⋂

C(Q)
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ñìåøàííîé çàäà÷è (1), (3), (4) ñëåäóåò åãî ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó (5). Â ñà-

ìîì äåëå, â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷à âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂2u(x, t)

∂t2
− ∂2u(x, t)

∂x2
= 0,

u(x, 0) = φ̂(x),−∞ < x <∞,

∂u(x, 0)

∂t
= 0.

ãäå φ̂ � ÷åòíîå 2π � ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè φ ïî ïåðåìåííîé x

ñ îòðåçêà [0,π] íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à (1)�(5) óêëàäûâàåòñÿ â ïîñòàíîâêó îáùåé ñìå-

øàííîé çàäà÷è:

Sxu(x, t) +Rtu(x, t) = f(x, t), (6)

Sx = q0(x)
∂k

∂xk
+ q1(x)

∂k−1

∂xk−1
+ . . .+ qk(x),

Rt = p0(t)
∂m

∂tm
+ p1(t)

∂m−1

∂tm−1
+ . . .+ pm(t),

ïðè÷åì, q0(x), p0(t) ̸= 0 ∀(x, t) ∈ Q.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà èñêîìóþ ôóíêöèþ u(x, t) ïðè x = 0 è x = π

çàäàäèì â âèäå:

Uiu(0, t) + Viu(π, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ] (i = 1, 2, . . . , k), (7)

ãäå îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Ui, Vi îïðåäåëÿþòñÿ ôîð-

ìàëüíûìè âûðàæåíèÿìè
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Ui = ai0
∂k−1

∂xk−1
+ ai1

∂k−2

∂xk−2
+ . . .+ ai(k−1),

Vi = bi0
∂k−1

∂xk−1
+ bi1

∂k−2

∂xk−2
+ . . .+ bi(k−1)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âî âòîðîì ðàçäåë ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà âîëíîâûõ óðàâíåíèé

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− p(x)u(x, t), (8)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (9)

u(x, 0) = φ(x), u
′

t(x, 0) = 0 (10)

Ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî p(x) ∈
C[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, è

φ(x) ∈ C2[0, 1], φ(0) = φ(1) = φ′′(0) = φ′′(1) = 0. (11)

Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè u = u(x, t) â äèàïàçîíå îáëàñòè Θ× [0, T ] c Θ ⊆ ℜ.
Èñïîëüçóåòñÿ øàõìàòíîå ðàñïîëîæåíèå ñåòêè, â êîòîðîì êîìïîíåíòû ñêîðî-

ñòè u è w ðàñïîëîæåíû â öåíòðàõ ãðàíåé ÿ÷åéêè (i + 1/2, k) è (i, k + 1/2)

ñîîòâåòñòâåííî.

×òî êàñàåòñÿ íå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ q, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äâà ñïîñîáà ïðèñâîåíèÿ ýòîãî íåèçâåñòíîãî òî÷êàì ñåòêè çíà÷åíèÿ. Ýòà ïåðå-

ìåííàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ëèáî â öåíòðå ÿ÷åéêè (i, k) èëè íà ëèöå (i, k+1/2).

Âûáîð çàâèñèò îò äèñêðåòèçàöèè âåðòèêàëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, à èìåí-

íî ÿâíîãî Öåíòðàëüíîãî ðàçëè÷èÿ è êîìïàêòíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

íà îñíîâå ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî.
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ui+1/2,k =
1

hi+1/2,k

∫ zk+1/2

zk−1/2

u(x)dz, wi+1/2,k =
1

hi,k+1/2

∫ zk+1

zk

w(x)dz

qi,k+1/2 =
1

hi,k+1/2

∫ zk+1

zk

w(x)dz (12)

c hi+1/2,k = fkĤi+1/2 è hi,k+1/2 =
1
2Ĥk

Äèñêðåòèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà ýòî óðàâ-

íåíèå èíòåãðèðóåòñÿ âåðòèêàëüíî ïî åãî óïðàâëÿþùåìó îáúåìó, à çàòåì ê

êàæäîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ÷ëåíó óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Äëÿ ñëîÿ 1 ≤ k ≤ K ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ïðàâèëà Ëåéáíèöà, òàê êàê ñëåäóåò∫ zk+1/2

zk−1/2

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
dz =

∂hkuk
∂x

− u
∂uizk
∂x

u
zk+1/2
zk−1/2 + wzk+1/2

− wzk−1/2 = 0.

ò.ê.

wk+1/2 = w(zk−1/2)−
∂zk+1/2

∂t
− u(zk+1/2)

∂zk+1/2

∂x

ñëåäñòâåííî

∂hk
∂t

+
∂hkuk
∂x

+ wk+1/2 − wk−1/2 = 0.

Îò ýòîãî èç îñíîâíîé çàäà÷è

∂hkuk
∂t

+
∂hku

2
k

∂x
+ u2k+1/2wk+1/2 − u2k−1/2wk−1/2+

+ghk
∂ψ

∂x
+
∂hkqk
∂x

− qk+1/2

∂zk+1/2

∂x
− qk+1/2

∂zk−1/2

∂x
= 0.

Äàëåå ïåðåõîäèì ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå.

Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïðè êîíå÷íî ðàçíîñòíîì ìåòîäå: ìåòîä

ïðîãîíêè, ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé, ìåòîä Õîëåöêîãî.

Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñàí àäàïòèâíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîãî ïîäõîäà ÷üÿ óíèâåðñàëüíîñòü ìåòîäà ïî

ñðàâíåíèþ ðàáîòû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ñâÿçàííûå ñ íèì øèðîêèå âîçìîæ-
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íîñòè äëÿ ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äåëàåò åãî

ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ÷òî îáú-

ÿñíÿåò ñòàáèëüíûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ê ýòîé òåìå.

Ðàññìîòðåíî ñëåäóþùèå óðàâíåíèå

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

(
∂2u(x, t)

∂x2
+
∂2u(x, t)

∂y2

)
+ f(x, y, t, u(x, t), ut(x, t)) :

t0 ⩽ t ⩽ T, 0 ⩽ x ⩽ X, 0 ⩽ y ⩽ Y

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: u(0, y, t) = g1(y, t), u(X, y, t) = g2(y, t) : 0 ⩽ y ⩽

Y, t0 ⩽ t ⩽ T, u(x, 0, t) = g3(x, t), u(x, Y, t) = g4(x, t) : 0 ⩽ x ⩽ X, t0 ⩽ t ⩽ T è

íà÷àëüíûé óñëîâèÿìè: u(x, t) = φ(x, y, t) : 0 ⩽ x ⩽ X, 0 ⩽ y ⩽ Y, t0 − τ ⩽ t ⩽

t0.

Çäåñü x, y, t � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, u(x, t, y) - èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ut

- ôóíêöèÿ ïðåäûñòîðèÿ èñêîìîé ôóíêöèè ê ìîìåíòó t, τ�âåëè÷èíà çàïàç-

äûâàíèÿ, f(x, y, t, u(x, y, t), ut(x, y)) - ôóíêöèîíàë, îïðåäåë¼ííûé íà [0, X]×
[0, Y ] × [t0, T ] × R × Q,Q = Q[−τ, 0] � ìíîæåñòâî ôóíêöèé u(ξ), êóñî÷íî-

íåïðåðûâíûõ íà [−τ, 0] ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, â

òî÷êàõ ðàçðûâà íåïðåðûâíûõ ñïðàâà, ∥u(·)∥Q = supξ∈[−τ,0)|u(ξ)|. Áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë f è ôóíêöèè φ, g1, g2, g3, g4 òàêîâû, ÷òî çàäà÷à

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, X] íà ÷àñòè ñ øàãîì h1 = X/N1, [0, Y ] íà ÷àñòè ñ

øàãîì h2 = Y/N2, ãäå N1, N2 � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Ââåäåì òî÷êè: xi =

ih1, i = 0, 1..., N1, yk = kh2, k = 0, 1..., N2. Ðàçîáüåì îòðåçîê [t0, T ] íà ÷àñòè

ñ øàãîì ∆ tj = t0 + j∆, j = −m, ...,M . Îáîçíà÷èì ïðèáëèæåíèå òî÷íîãî

ðåøåíèÿ u(xi, yk, tj) ÷åðåç u
j
i,k.

Ââåäåì äèñêðåòíóþ ïðåäûñòîðèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ê ìîìåíòó tj ïðè ôèê-

ñèðîâàííûõ i, k : {uli,k}j = {uli,k : j −m ⩽ l ⩽ j}. Îïåðàòîðîì èíòåðïîëÿöèè-

ýêñòðàïîëÿöèè íàçîâåì îòîáðàæåíèå: I : {uli,k}j → uli,k(·) ∈ Q[−τ,∆].

Äëÿ 0 ⩽ s ⩽ 1 ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìåòîäîâ:

uj+1
i,k − 2uji,k + uj−1

i,k

∆2
= sa2

(
uj+1
i−1,k − 2uj+1

i,k + uj+1
i+1,k

h21
+
uj+1
i−1,k−1 − 2uj+1

i,k + uj+1
i+1,k+1

h22

)
+
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sa2

(
uj−1
i−1,k − 2uj−1

i,k + uj−1
i+1,k

h21
+
uj−1
i−1,k−1 − 2uj−1

i,k + uj−1
i+1,k+1

h22

)
+

(1− 2s)a2

(
uji−1,k − 2uji,k + uji+1,k

h21
+
uji−1,k−1 − 2uji,k + uji+1,k+1

h22

)
+ F j

i,k,

i = 1, ..., N1 − 1, k = 1, ..., N2 − 1, j = 0, ...,M − 1,

ñ ãðàíè÷íûìè: uj0,k = g1(yk, tj), u
j
N1,k

= g2(yk, tj), u
j
i,0 = g3(xi, tj), u

j
i,N2

=

g4(xi, tj) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: u
j
i,k = φ(xi, yk, tj) : −m ⩽ j ⩽ 0, F j

i,k(v
j
i,k) -

ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà vji,k = I(uli,k
j
) ∈ Q[−τ,∆] , ñâÿçàííûé ñ ôóíê-

öèîíàëîì f(xi, yk, tj, u
j
i,k).

Ïðè s = 0 ïîëó÷àåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà, ïðè äðóãèõ s, 0 ⩽ s ⩽ 1, ïðè êàæäîì

ôèêñèðîâàííîì j ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèâåñòè

ñèñòåìó ê âèäó, ïðè êîòîðîì åå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ïðîãîíêè, ïåðåéäåì

ê ôàêòîðèçîâàííîé ñõåìå. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå îïåðàòîðà.

Ïðè êàæäîì tj îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè yj =
uj0,0 uj0,1 ... uj0,N2−1 uj0,N2

uj1,0 uj1,1 ... uj1,N2−1 uj1,N2

... ... ... ... ...

ujN1,0
ujN1,1

... ujN1,N2−1 ujN1,N2


Ââåäåì îïåðàòîðû A1 è A2 :

A1u
j
i = −a2

uji−1,k − 2uji,k + uji+1,k

h21
, 1 ⩽ i ⩽ N1 − 1, A1u

j
0,k = 0, A1u

j
N1,k

= 0,

A2u
j
i = −a2

uji,k−1 − 2uji,k + uji,k+1

h22
, 1 ⩽ i ⩽ N2 − 1, A2u

j
0,k = 0, A2u

j
N2,k

= 0,

Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: yj+1 − 2yj + yj−1 + ∆2s(A1 + A2)(yj+1 +

yj−1) + ∆2(1− 2s)(A1 + A2)yj = ∆2F j

Ââåäåì îïåðàòîð R = E + ∆2sA1 + ∆2sA2. Òîãäà óðàâíåíèå (2) ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó:

R(yj+1 − 2y + yj−1) + ∆2(A1 + A2)yj = ∆2F j.
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Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (E +∆2sA1)(E +∆2sA2) = E +∆2sA1 +∆2sA2 +

O(∆4), ïîëó÷àåì

R = R1R2 +O(∆4) = (E +∆2sA1)(E +∆2sA2) +O(∆4).

Ïåðåéäåì ê ôàêòîðèçîâàííîé ñõåìå:

R1R2(yj+1 − 2yj + yj−1) + ∆2(A1 + A2)yj = ∆2F j (13)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì j ïîëó÷àåì ñèñòåìó, êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðîãîíîê ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé x è y.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå îïèñàí ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ.

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à

∂2ϕ(x, t)

∂x2
=
∂2ϕ(x, t)

∂t2
− p(x)q(x, t), (0 ⩽ x ⩽ 1, t ⩾ 0) (14)

ñ÷èòàåì, ÷òî p ∈ C[0, 1] è c ó÷åòîì íåëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ∫ 1

0

ϕ(x)dx = 0, t ⩾ 0. (15)

Ïîìèìî (17) íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ òðåáóåò äëÿ âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé

ϕ(x, 0) = f(x),
∂ϕ

∂t
= g(x) 0 ⩽ x ⩽ 1 (16)

è ãðàíè÷íîå óñëîâèå

ϕ(x, 0) = f(x) = 0) t ⩾ 0 (17)

ãäå g(x, t), f(x), g(x) ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè.

Äëÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (17) ñ óñëîâèåì (19)∫ 1

0

ϕ(x)dx = J(t), t ⩾ 0. (18)
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è

αϕ(0, t) + β
∂

∂t
(ϕ(x, t))|x=0 = r(x)t ⩾ 0 (19)

ãäå α, β çàäàííûå êîíñòàíòû, r(t) è J(t) ïðåäïèñàííûå ôóíêöèè.

Ïóòåì ÷àñòè÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (16) ïî x, ìîæåì âûâåñòè

÷åðåç èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé ïîäõîä ñëåäóþùèå óðàâíåíèå

2ϕ(ξ) = ϕ(0, t) + ϕ(1, t) + ξΘ(t) + (ξ − 1)ϖ(t) +

∫ 1

0

|x− ξ|
(
∂2/(∂2t)ϕ(x, t)− q(x, t)

)
dx

(20)

ãäå Θ è ϖ ãðàíèöà ôóíêöèè îïðåäåëåííûå êàê

Θ(t) =
∂

∂x
ϕ(x, t)|x=0 ϖ(t) =

∂

∂x
ϕ(x, t)|x=1 (21)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà òåïåðü ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà êàê

ïðîáëåìà, òðåáóþùàÿ íàõîæäåíèÿ ϕ(x, t) èç (23) âìåñòå ñ (17), (20), è (21).

Äåëàåì ïðèáëèæåíèå

ϕ(x, t) =
N∑
n=0

N∑
m=0

cnmσn(x)ϕm(t) (22)

ãäå ϕ(t) = ϕ(ξ, t), ξ1, ξ2, ..., ξ(N − 1), ξN , ãäå N � îòäåëüíûå ðàçíåñåííûå

óçëû, âûáðàííûå èç èíòåðâàëà [0,1] c ξ1 = 0, ξN = 0, σN(x) = 1 − |x − ξN |3/2

� ëîêàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ôóíêöèè ñîñðåäîòî÷åííûå âîêðóã ξN è cnm ,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

N∑
n=1

σn(x)(ξkcPk
) = 1(0), n = p(n ̸= p) (23)

×èñëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

1)Ïðèáëèæàåì ϕn(t), n = 2, ..., N êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè

t, íà èíòåðâàëå τ ⩽ t ⩽ t + 3∆t. 2) Åñëè ϕm(τ) è ϕ
′

m(τ),m = 1, ..., N èç-

âåñòíû,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó 3N + 6 ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
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óðàâíåíèé â 3N+6 íåèçâåñòíûõ. ϕm(τ + j∆t),Θm(τ + j∆t), ϖm(τ + j∆t) äëÿ

m = 1, ..., N è j = 2, 3, 4. Ìîæåì íàéòè íåèçâåñòíûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

3) Âûÿâëÿåì ϕm(0) è ϕ
′

m(0) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.13). Ïîêàæåì ïðè

τ = 0 â ϕm(2∆t),Θm(2∆t), ϖm(2∆t), ϕm(3∆t),

Θm(3∆t), ϖm(3∆t), ϕm(4∆t),Θm(4∆t), ϖm(4∆t) ïðèìåíèòü ) ñ t = 0 âû÷èñëÿ-

åì ϕm(∆t) èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ϕ
′

m(0), ϕm(2∆t), ϕm(3∆t), ϕm(4∆t).

Âñå ñ τ = 0 âû÷èñëÿåì ϕ
′

m(4∆t) èñïîëüçóÿ (4.18) ñ t = 4∆t. Ñ ó÷àñòèåì

ϕm(4∆t) è ϕ
′

m(4∆t) òåïåðü èçâåñòíî, ìîæåì ïîçâîëèòü τ = 4∆t ðåøèòü äëÿ

ϕm(6∆t),Θm(6∆t), ϖm(6∆t), ϕm(7∆t),Θm(7∆t), ϖm(7∆t),

ϕm(8∆t),Θm(8∆t), ϖm(8∆t) à çàòåì âû÷èñëèòü ϕm(5∆t), ϕ
′

m(8∆t) èñïîëüçóÿ

ñ τ = 4∆t è τ = 8∆t ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ ìîæåì ïîçâîëèòü

ïðè τ = 8∆t, 12∆t, 16∆t, ... ðåøàòü íåèçâåñòíûå íà âñå áîëåå äëèòåëüíûõ

âðåìåííûõ ïåðèîäàõ.

Â ïÿòîì ðàçäåëå îïèñàíî ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì êâàíòîâîãî ïîäõîäà

Ðàññìîòðåí óïðîùåííûé âàðèàíò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà 1-ìåðíîé ïðÿ-

ìîé [0, 1], ãäå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ c ïîñòîÿííà è ðàâíà 1. Ýòî óðàâíåíèå

ìîæíî çàïèñàòü êàê

∂2

∂t2
φ(x, t) =

∂2

∂x2
φ(x, t) (24)

Áîëåå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå òîëüêî óðàâíåíèÿ (24) ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î íà÷àëüíîé ñêîðîñòè íå

äåëàåòñÿ φ(x, 0) è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü∂φ∂t (x, 0).

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ôóíêöèé:

U1(λ) = U(0, 0, λ)

U2(λ, φ) = U(π/2, λ, φ)

U3(λ, φ,Θ) = (λ, φ,Θ

U(λ, φ,Θ) =

(
cos(Θ/2) −eiλ sin(Θ/2)
eiλ sin(Θ/2) ei(λ+φ) cos(Θ/2)

)
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H- ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà ñ H ∈ N ∗ ìàòðèöà, êîòîðàÿ èìååò íå áîëåå H

íåíóëåâûå çàïèñè â ñòðîêå è â ñòîëáöå

Àëãîðèòì ôîðìóëû ïðîäóêòà ñîñòîèò èç òðåõ îñíîâíûõ ýòàïîâ: ðàçëîæå-

íèå, ìîäåëèðîâàíèå è ïîâòîðíàÿ êîìïîçèöèÿ. Ðàáîòàåò ñíà÷àëà ðàçëîæåíèå

H-ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà, ýòî ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü êàê ñóì-

ìó ýðìèòîâûõ ìàòðèö Hj êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ëåãêî ìîäåëèðóåìûìè

H =
m−1∑
j=0

Hj (25)

Âòîðîé øàã - ñìîäåëèðîâàòü êàæäûé Hj îòäåëüíî, ò.å. ñîçäàâàòü êâàíòî-

âûå ñõåìû, ðåàëèçóþùèå e−iHt äëÿ âñåõ Hj â ðàçëîæåíèè â óðàâíåíèè (5.1).

Ïîñëåäíèé øàã èñïîëüçóåò ìîäåëèðîâàíèå, âû÷èñëåííîå íà øàãå äâà, ÷òîáû

ïîëó÷èòü àïïðîêñèìàöèþ e−iHt.

Ýðìèòîâà ìàòðèöà H ìîæíî êâàëèôèöèðîâàòü êàê "ëåãêî ìîäåëèðóå-

ìîé åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàí-

íûõ âðåìÿ t è ìàòðèöà H è âûâîäèò êâàíòîâóþ ñõåìó C(H) òàêîé, ÷òî

1. Êâàíòîâàÿ ñõåìà C(H) ðåàëèçóåò â òî÷íîñòè óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

||e−iHt − C(H)t|| ⩽ 0 (26)

2. Àëãîðèòì íóæäàåòñÿ òîëüêî âO(1) îáðàùåíèÿõ ê ìàòðèöåH èO(logN)

äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, N - ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû H.

Ïðîöåäóðà ãàìèëüòîíîâà ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû ìîäåëèðóåìàÿ ãà-

ìèëüòîíîâà ìàòðèöà H ìîãëà áûòü ðàçëîæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

H =
m−1∑
j=0

Hj

ãäå êàæäûé Hj ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî ìîäåëèðóåìîé ýðìèòîâîé ìàòðèöåé.

Ïóñòü Oi - ñëîæíîñòü âîðîò îðàêóëà, ðåàëèçóþùåãî i-þ ýðìèòîâó ìàòðèöó

Hi, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(n+Oi) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ Hi.

Ïðèìåíåíèå ñëîæíîñòè, èìèòèðóþùåé ýðìèòîâû ìàòðèöû, ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà
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ðàçìåðà

O

(
5k

m∑
i=1

(n+Oi)

)
Ýòà ñõåìà, íàêîíåö, äîëæíà áûòü ïîâòîðåíà r ðàç, ÷òîáû äîñòè÷ü ïîãðåøíî-

ñòè íå áîëåå, ñ

r ∈ O

(
5kmτ

(mτ
ϵ

) 1
2k

)
è τ = tmaxi ||Hi||, t-âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìû õîòèì ñìîäåëèðîâàòü äàí-

íûé ãàìèëüòîíèàí, à ||Hi||- ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà.
Âû÷èñëåííîãî äëÿ ìàòðèöû H0+H1 (ðèñóíîê 1), ìèíèìèçèðîâàííîé ãðà-

íèöåé óðàâíåíèÿ è ýìïèðè÷åñêîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

çíà÷åíèåì r, âû÷èñëåííûì ìåòîäîì ïåðåáîðà äëÿ ìàëûõ ðàçìåðîâ ìàòðèöû.

Ýòî çíà÷åíèå r áûëî âû÷èñëåíî äëÿ ôîðìóëû ïðîäóêòà, âðåìÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ t = 1 è òî÷íîñòü öåëè ϵ = 10−5.

Ðèñóíîê 1. Ãðàôèê ÷èñëà ïîâòîðåíèé r

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå

âûâîäû:

1. Âûïîëíåí àíàëèç ñòðóêòóðû ïðîáëåìíîé îáëàñòè, èññëåäîâàíû êðèòè-

÷åñêèå âàðèàíòû òåêóùåé îáëàñòè ãðàíèöû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

2. Ðàçðàáîòàíû ìîäåëè ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷.
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3. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ.

4. Ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå ñõåìû íà îñíîâàíèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñìå-

øàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

5. Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïîäïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷¼òà è àíàëèçà ðåøåíèé, ïî-

ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñìåøàííîé çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ (êîëè-âî è îáúåì â
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