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Ââåäåíèå. Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñ êàæäûì ãîäîì ýêîíîìè÷åñêàÿ íàóêà

ðàçâèâàåòñÿ è ñîâåðøåíñòâóåòñÿ. Ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå èíñòðóìåíòû, ôîðìóëû è

îïåðàòîðû, êîòîðûå ïîìîãàþò ïðîâîäèòü àíàëèç è ñòðîèòü ïðîãíîçû. Ýêîíî-

ìèêà âëèÿåò íà âñå ñôåðû íàøåé æèçíè è ïîýòîìó ïåðåîöåíèòü å¼ çíà÷èìîñòü

íåâîçìîæíî. Îíà îáåñïå÷èâàåò ëþäåé ìàòåðèàëüíûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâà-

íèÿ � ïðîäóêòàìè ïèòàíèÿ, îäåæäîé, æèëüåì è èíûìè ïðåäìåòàìè ïîòðåáëå-

íèÿ. Ýêîíîìè÷åñêàÿ ñôåðà � ãëàâíàÿ ñôåðà æèçíè îáùåñòâà, îíà îïðåäåëÿåò

õîä âñåõ ïðîèñõîäÿùèõ â íåì ïðîöåññîâ. Ñïàäû è ïîäúåìû â ýêîíîìèêå âëèÿ-

þò íà öåíîîáðàçîâàíèå, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü âëèÿåò è íà íàøó æèçíü â öåëîì.

Íî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íå òîëüêî ýêîíîìèêà ìîæåò âëèÿòü íà íàñ, íî è ìû

îêàçûâàåì íà íå¼ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå, èìåííî ìû ïðèâîäèì ýêîíîìè÷åñêèå

ïðîöåññû â äâèæåíèå. Âñå ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû ìîæíî àíàëèçèðîâàòü è ïðî-

ãíîçèðîâàòü, êàê ðàç äëÿ ýòèõ öåëåé ñîçäàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû è

îïåðàòîðû.

Ìàòåìàòèêà êàê íàóêà âîçíèêëà â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷, òî åñòü ìîæíî ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû äëÿ àíàëèçà

è ïðîãíîçà äàííûõ ëþáîãî õàðàêòåðà, â òîì ÷èñëå è ýêîíîìè÷åñêîãî. Â ðàáîòå

áóäåò ðàññìîòðåí îäèí èç ñåãìåíòîâ ýêîíîìèêè, à èìåííî ðûíîê öåííûõ áóìàã.

Äàííàÿ ðàáîòà àêòóàëüíà, òàê êàê ïîêóïêà è ïðîäàæà öåííûõ áóìàã ñòàëà íà-

ìíîãî äîñòóïíåå è ïðîùå, ÷åì 20 ëåò íàçàä. Áóêâàëüíî ëþáîé æåëàþùèé ìîæåò

íàéòè ñîîòâåòñòñâóþùåãî áðîêåðà è ñòàòü âëàäåëüöåì àêöèé, îáëèãàöèé èëè îï-

öèîíîâ. Íî íåäîñòàòî÷íî ïðîñòî êóïèòü öåííûå áóìàãè, ÷òîáû íà÷àòü ïîëó÷àòü

ïðèáûòü, íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî âûñòðàèâàòü àíàëèç è ïðîãíîç, ÷òîáû ñîáðàòü

ïîäõîäÿùèé ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã ñ êîìôîðòíûì óðîâíåì äîõîäíîñòè è ðèñ-

êà.

Êîòèðîâêà öåííîé áóìàãè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåõàíèçì âûÿâëåíèÿ öåíû, ïî

êîòîðîé çàêëþ÷àþòñÿ ñäåëêè è öåííûå áóìàãè ïåðåõîäÿò èç ðóê â ðóêè. Ýòà öå-

íà ôèêñèðóåòñÿ è ïóáëèêóåòñÿ â áèðæåâûõ áþëëåòåíÿõ. Äëÿ ýêîíîìèêè î÷åíü

âàæíî óìåòü îáðàáàòûâàòü äàííûå êîòèðîâêè, ÷òîáû äåëàòü îïðåäåëåííûå âû-
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âîäû è ïðîãíîçû íà áóäóùåå. Êîòèðîâêè öåííûõ áóìàã ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ôóíêöèè, êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, â íàøåé ðàáî-

òå ýòî áóäóò ñèíêè, ìîæíî âîññòàíîâèòü è ñãëàäèòü, ïðè÷¼ì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëåíèå ïðèáëèæ¼ííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè, â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà èçâåñòíû å¼ çíà÷åíèÿ â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ.

Íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ áóäóò âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè è å¼ ïðîèç-

âîäíûõ â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàí-

íûõ òî÷êàõ, òàê íàçûâàåìûõ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè. Â ðàáîòå çíà÷åíèÿ óçëîâ -

ýòî çíà÷åíèÿ âðåìåíè, â êîòîðûå ñíÿòû îòñ÷¼òû, íàïðèìåð, â òå÷åíèå ìåñÿöà,

à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè - ýòî êîòèðîâêè, ïðåäïîëîæèì, àêöèé. Èòàê, â äèñêðåòíûå

ìîìåíòû âðåìåíè, îáîçíà÷èì èõ â îáùåì âèäå: x1, x2, x3, x4, . . . , xn, íàáëþäà-

þòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x), äëÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü å¼ çíà÷åíèå

ïðè äðóãèõ x, îòëè÷íûõ îò óçëîâûõ òî÷åê. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò â

ñâÿçè ñî ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà ÝÂÌ ïðèõîäèòñÿ

íåîäíîêðàòíî âû÷èñëÿòü ñëîæíóþ ôóíêöèþ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Âìåñòî òàêî-

ãî òðóäîåìêîãî è äîëãîãî ïðîöåññà íàìíîãî óäîáíåå âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äàííîé

ôóíêöèè â êàêèõ-òî îòäåëüíûõ âûáèðàåìûõ òî÷êàõ, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ â äðóãèõ

òî÷êàõ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óïðîùåííûìè ôîðìóëàìè, â êîòîðûõ ôèãóðè-

ðóþò èçâåñòíûå çíà÷åíèÿìè.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèå è ñãëàæèâàíèå

ôóíêöèè êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã ñ ïîìîùüþ ñèíêîâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè òðåáîâàëîñü:

� Ïðîâåñòè àíàëèç òåîðèè èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè;

� Èçó÷èòü ðàçëè÷íûå âèäû àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåðïîëèðîâàíèÿ;

� Ïðîâåñòè àíàëèç èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà;

� Ñîçäàòü ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
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âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã ïî ôîðìóëå èíòåðïîëÿöè-

îííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà;

� Ïðîâåñòè àíàëèç êëàññè÷åñêîé ñèíê-àïïðîêñèìàöèè, à òàê æå ââåñòè íî-

âûå îïåðàòîðû ñèíê-àïïðîêñèìàöèè;

� Ðåàëèçîâàòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïîçâîëÿò ñðàâ-

íèòü êëàññè÷åñêèé îïåðàòîðû ñèíê-àïïðîêñèìàöèè ñ íîâûìè îïåðàòîðà-

ìè;

� Ðåàëèçîâàòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íà ¾ðåàëüíûõ¿ äàííûõ, öåëüþ êîòî-

ðîãî áóäåò îñóùåñòâëåíèå òåõíè÷åñêîãî àíàëèçà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âñþ ðàáîòó ìîæíî ðàçáèòü íà òðè óñëîâ-

íûõ áëîêà.

Â ïåðâîì áëîêå ðàáîòû, êîòîðûé ñîñòîèò ïîëíîñòüþ èç ïåðâîé ãëàâû, íåîá-

õîäèìî îïðåäåëèòü ðàçíèöó ìåæäó àêöèÿìè, îáëèãàöèÿìè è îïöèîíàìè, òàê æå

ñòîèò îòìåòèòü âàæíîñòü êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã, êàê äëÿ ýêîíîìèêè â öåëîì,

òàê è äëÿ îòäåëüíûõ ëèö è ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èõ âû÷èñëåíèÿ.

Çäåñü íåîáõîäèìî áóäåò ïîäðîáíî îñòàíîâèòñÿ íà òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè, âêëþ÷à-

þùåé â ñåáÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê:

� ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè;

� óçëû èíòåðïîëÿöèè;

� èíòåðïîëÿöèÿ;

� èíòåðïîëèðîâàíèå;

� ãëàâíîå óñëîâèå èíòåðïîëÿöèè;

� ýêñòðîïîëÿöèÿ;

� èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â îáùåì âèäå.
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Âî âòîðîì áëîêå, ñîñòîÿùåì èç âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëàâû, ñëåäóåò

îñòàíîâèòüñÿ íà îäíîì èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ - èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè èíòåð-

ïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû òàê

íàçûâàåìûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà(ÔÌË):

lk(xj) =

1, ïðè j=k,

0, ïðè j 6= k.
(1)

ãäå k = 0, . . . , n.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî èõ êîìáèíàöèé

Ln(x) =
n∑
k=0

fk(x) · lk(x), (2)

ãäå fk - çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè.

Ïðèìåíÿÿ îñíîâíóþ òåîðåìó Àëãåáðû ê ÔÌË, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëàì

(1), ìîæíî ïîëó÷èòü èõ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå

lk(x) = Ck(x− x0) · (x− x1) . . . (x− xk−1) · (x− xk+1) . . . (x− xn) (3)

Ïîñëå ÷åãî êîýôôèöèåíòû Ck, ãäå k = 0, . . . , n, îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì íîð-

ìèðîâêè ôóíäàìåòàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, à èìåííî ïåðâîé ñòðîêîé ðàâåíñòâà (1).

Ñ ýòîé öåëüþ â (3) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà x = xk

lk(xk) = Ck(xk − x0) · (xk − x1) . . . (xk − xk−1) · (xk − xk+1) . . . (xk − xn)

Èç äàííîãî ðàâåíñòâà âûðàæàåòñÿ Ck, ïðè k = 0, . . . , n

Ck =
1

(xk − x0) · (xk − x1) . . . (xk − xk−1) · (xk − xk+1) . . . (xk − xn)
(4)

Îñóùåñòâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíóþ ïîäñòàíîâêó (4) â (3), à çàòåì (3) â (2), ìîæ-
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íî ïîëó÷èòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà

Ln(x) =
n∑
k=0

fk ·
(x− x0) · (x− x1) . . . (x− xk−1) · (x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0) · (xk − x1) . . . (xk − xk−1) · (xk − xk+1) . . . (xk − xn)
=

=
n∑
k=0

fk

n∏
j 6=k,j=0

x− xj
xk − xj

(5)

Äëÿ äàííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé áûë íàïèñàí ïðîãðàììíûé êîä,

êîòîðûé ïîçâîëèò ñýêîíîìèòü âðåìÿ ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé êîòèðîâîê öåí-

íûõ áóìàã. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïðå-

èìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà è ñôîðìóëèðîâàòü ïðîìåæóòî÷íûå èòîãè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè áûëè âçÿòû èç îáùåäîñòóïíûõ èñòî÷-

íèêîâ óæå ïîñ÷èòàííûå äàííûå, êîòîðûå çàíîâî âû÷èñëÿëè, íåïîñðåäñòâåííî

èñïîëüçóÿ ôîðìóëû, îïèñàííûå âûøå (âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû). Â êà÷åñòâå êî-

òèðîâîê â ïðèìåðå ñëóæàò àêöèè êîìïàíèè Apple. Çíà÷åíèÿìè èíòåðïîëÿöèîí-

íûõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå âðåìåíè, â êîòîðîå ñíÿòû îòñ÷åòû (ñíèìàþòñÿ â

òå÷åíèè 40 ìèíóò). ×àñòîòà ñåòêè, íà êîòîðîé çàïðàøèâàåòñÿ ñòîèìîñòü àêöèè

ñîñòàâëÿåò 10 ìèíóò. Äëÿ íàãëÿäíîñòè äàíà òàáëèöà 1:

Òàáëèöà 1
t, âðåìÿ 18.30 18.40 18.50 19.00 19.10
usd, öåíà 144.21 144.02 143.90 144.03 143.97

Çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àêöèè, à òî÷íåå èõ öåíà ïðîäàæè íà øåñòîå

àïðåëÿ òåêóùåãî ãîäà. Èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ òàáëèöåé 1.

Ôóíêöèÿ f èçâåñòíà òîëüêî â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè, êîòîðûå óêàçàíû â òàáëèöå

1, à èìåííî: 18.30, 18.40, 18.50, 19.00, 19.10. Ñàìà öåëü ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

ñîñòîèò â íàõîæäåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè f â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò óçëîâûõ.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóÿ ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, âû÷èñëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé

ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà.
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Òàê æå äàíà ðàçâåðíóòàÿ òàáëèöà 2, ñ êîòîðîé ñâåðÿþòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ

ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíîãî êîäà äàííûå

Òàáëèöà 2
t, âðåìÿ 18.30 18.35 18.40 18.45 18.50 18.55 19.00 19.05
usd, öåíà 144.21 144.11 144.02 144.05 143.90 144.07 144.03 143.97

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ðàáîòû, êîòîðûé ñîñòîèò èç ãëàâ 5 è 6, èçó÷àþò-

ñÿ àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ñèíê-ïðèáëèæåíèé ôóíêöèè è ðàññ÷èòûâàþòñÿ

ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ îïåðàòîð ñèíê-àïïðîêñèìàöèè,

èìååþùèé âèä

Ln(f, x) =
n∑
k=o

(−1)k sinnx

nx− kπ
f(
kπ

n
). (6)

Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îòðåçêå [0, π]. Çäåñü

n-êîëëè÷åñòâî óçëîâûõ òî÷åê, ïðè÷åì òàê êàê ñ÷¼ò÷èê íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, òî

n = n− 1, îá ýòîì ìîìåíòå íåîáõîäèìî ïîìíèòü. Ïðè æåëàíèè ìîæíî ïåðåéòè

ê ðåàëüíîìó âðåìåíè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü ñëåäóþùóþ çàìåíó:

x = tπ
n .

Îñíîâíûì ìîìåíòîì áóäåò çíàêîìñòâî ñ íîâûìè îïåðàòîðàìè ñèíê-àïïðîêñè-

ìàöèè, êîòîðûå áûëè ââåäåíû Òðûíèíûì À. Þ., à òàê æå ïðîâåäåíèå ÷èñëåí-

íîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîäòâåðæäàþùåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äàííûõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà íîâûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè íåêîòîðîé

ìîäåðíèçàöèè êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (6). Íîâûå îïåðà-

òîðû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Tn(f, x) = Ln(f, x) +
sinnx

2π

∑́[n−1
2 ]

m=1

f(x2m+1, n)− 2f(x2m, n) + f(x2m−1, n)

p− 2m
, (7)

ãäå p = [nxπ ].

Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìûõ ñ íóëåâûì çíàìåíà-

òåëåì, [n−12 ] è [nxπ ] îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñåë n−1
2 , nxπ ñîîòâåñòâåííî. Èñõîäÿ

èç ôîðìóëû (7), âèäíî, ÷òî ê ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó ïðè âû÷èñëåíèè ïî ôîð-
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ìóëå îïåðàòîðà ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (6) äîáàâëÿþò íåêîòîðîå çíà÷åíèå. ×òîáû

ïîíÿòü, êàêîå èìåííî çíà÷åíèå äîáàâëÿþò è äëÿ ÷åãî, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ äðîáü ïîä çíàêîì ñóììû, à èìåííî f(x2m+1,n)−2f(x2m,n)+f(x2m−1,n)
p−2m , ãäå p = [nxπ ].

×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü èçâåñòíû, èëè â ñëó÷àå p ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ïîäñòàâ-

ëÿÿ çíà÷åíèÿ â óêàçàííóþ äðîáü, â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëîâîå

çíà÷åíèå. Ïåðåä çíàêîì ñóììû ñòîèò ñëåäóþùèé ìíîæèòåëü sinnx
2π . Èçâåñòíî,

÷òî ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèè sin(x) íà ÷èñëîâîå çíà÷åíèå (const), ñàìà ôóíê-

öèÿ sin(x) áóäåò ëèáî âûòÿãèâàòüñÿ, ëèáî ñóæàòüñÿ ïî âåðòèêàëè, â çàâèñèìîñòè

îò ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (7) âûñòóïàåò îïåðàòîð ñèíê-

àïïðîêñèìàöèè Ln(f, x) (6), à âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîçâåäåíèå
sinnx
2π íà const. Íàãëÿäíî ýòî âûãëÿäèò êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ãðàôèêîâ, ïðè-

÷åì â óçëîâûõ òî÷êàõ îáà ãðàôèêà áóäóò ñîâïàäàòü, à â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò

óçëîâûõ ïðîèñõîäèò íàëîæåíèå. Èìåííî â ýòîì íàëîæåíèå è ñîñòîèò ïðåèìåùå-

ñòâî íîâîãî îïåðàòîðà (7) îò ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (6). Ïîãðåøíîñòè îïåðàòîðà

(6) íàêëàäûâàþòñÿ ñ ïîìåõàìè îïåðàòîðà (7), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîãðåøíîñòè

êîìïåíñèðóþòñÿ è êàê èòîã, îáùàÿ ïîãðåøíîñòü ìåíüøå, ÷åì ïðè ïðèáëèæåíèè

îïåðàòîðîì (6).

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íîâûõ îïåðàòîðîâ áûëà î÷åâèäíà, âåäü ðåãóëÿðíî

âîçíèêàëè òðóäíîñòè ñ ïðèáëèæåíèåì íåïðåðûâíûõ íåãëàäêèõ ôóíêöèé îïåðà-

òîðîì ñèíê-àïïðîêñèìàöèè, à òàê æå êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû ñèíê-àïïðîêñèìà-

öèè íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèé, ìåíÿþùèõ çíàê. Äàííàÿ ïðîáëå-

ìà â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷å-

ñêîé, âåäü êàê èçâåñòíî, ýêîíîìèêà êðàéíå äèíàìè÷íà, è öåíû ìîãóò âàðüèðî-

âàòüñÿ îò ïîëîæèòåëüíûõ äî îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, öåëü êî-

òîðîãî âûÿâèòü ñ êàêîé òî÷íîñòüþ áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèé

ôóíêöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè:

� êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (6);

� íîâîãî îïåðàòîðà, âåäåííîãî Òðûíèíûì À. Þ. (7).
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Â êà÷åñòâå âû÷èñëÿåìîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ:

f(x) = sinx+ 10−3

cosnx, x ≤ π
3

− cosnx, x > π
3

Äàííàÿ ôóíêöèÿ áåðåòñÿ ñ íåêîòîðûì óñëîâèåì. Íà îòðåçêå [0, π] â òî÷êå π
3

ôóíêöèÿ áóäåò ìåíÿòü ñâîé çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Äëÿ ïðèìåðà, íà ðèñóíêå

1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ôóíêöèè, ìåíÿþùåé ñâîé çíàê â íóëå

Ðèñóíîê 1 - Èçìåíåíèå çíàêà ôóíêöèè

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî â òî÷êå, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñìåíà

çíàêà, à èìåííî π
3 , ïîãðåøíîñòü ïðè ïðèáëèæåíèè ñ ïîìîùüþ ñèíê-àïïðîêñèìàöèè

(6) ðàñò¼ò çà ñ÷åò îòñóòñòâèÿ êîìïåíñàöèé è íàëîæåíèÿ ïîãðåøíîñòåé, â òî

âðåìÿ êàê ïîãðåøíîñòü ïðè ïðèáëèæåíèå íîâûì îïåðàòîðîì (7) çíà÷èòåëüíî

ìåíüøå.

Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, π].

Ãðàôèê ñèíåãî öâåòà ïîëó÷åí ïóò¼ì ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñèíê-

àïïðîêñèìàöèè (6), à ãðàôèê êðàñíîãî öâåòà - ïðèáëèæåíèå íîâûì îïåðàòîðîì

(7). Îáà îïåðàòîðà ðàññìîòðåíû äëÿ n = 40, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì n

ïîãðåøíîñòü áóäåò ðàñòè êàê lnn.
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Ðèñóíîê 2 - ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Python. Ôðàãìåíò êîäà:

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

import math

4 x = np.linspace(0, np.pi, num = 40)

def y (x):

6 return np.sin(x) + np.cos(x)

if x <= np.pi/3

8 else np.sin(x) - np.cos(x)

# values for making ticks in x and y axis

10 xnumbers = np.linspace(0, 7, 15)

ynumbers = np.linspace(-1, 1, 11)

12 plt.plot(x, y(x), 'r')

plt.xticks(xnumbers)

14 plt.yticks(ynumbers)

plt.legend(['sine', 'cosine'])

16 plt.grid()

plt.axis([0, 6.5, -1.1, 1.1])

18 plt.show()
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Çàêëþ÷åíèå. Öåëè è çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â íà÷àëå ðàáîòû, áûëè óñïåø-

íî âûïîëíåíû. À èìåííî îñóùåñòâëåíî âû÷èñëåíèå êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã ñ

ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñèíê-àïïðîêñèìàöèè è ñäåëàíû âûâîäû îá ýôôåêòèâíîñòè

åãî èñïîëüçîâàíèè.

Â õîäå ðàáîòû:

� Îòðåôåðèðîâàíà òåðèÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè;

� Ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü èíòåðïîëÿöèîí-

íûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûëè ðåàëèçîâàíû

âû÷èñëåíèÿ êîòèðîâîê öåííûõ áóìàõ;

� Îñóùåñòâëåí òåõíè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ;

� Ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ñèíê-àïïðîêñèìàöèè, à òàê æå ââåäåíû íîâûå îïå-

ðàòîðàðû ñèíê-àïïðîêñèìàöèè;

� Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ñðàâíèòåëüíûé

àíàëèç êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñèíê-àïïðîêñèìàöèè è íîâûõ;

� Ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ¾ðåàëüíûõ¿ çíà÷å-

íèé êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã.

Áûëè âûÿâëåíû ñëåäóþùèå ìèíóñû èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå

Ëàãðàíæà (5).

� Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà (5) çàâèñèò îò óçëîâ ñåòêè, à ñîîòâåòñòâåííî, óâåëè÷è-

âàÿ èõ ÷èñëî, âîçðàñòàåò è ñòåïåíü äàííîãî ìíîãî÷ëåíà, à â ñâîþ î÷åðåäü,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ áîëüøå âû÷èñëåíèé;

� Â 1916 ã. íàø ñîîòå÷åñòâåíèê Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ Áåðíøòåéí ðàññìàòðè-

âàë ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x) = |x| íà îòðåçêå [−1, 1] èíòåðïîëÿöèîí-

íûì ìíîãî÷ëåíîì (5) ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè è ïîêàçàë, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå íå áóäåò äàæå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà
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[−1, 1], êðîìå ±1. Ïðè ïðèáëèæåíèè êîòèðîâîê öåííûõ áóìàã, èñïîëüçó-

þòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèÿõ

íå èçáåæàòü;

� Àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâåííî

çàâèñÿò îò òîãî, êàê ðàñïîëîæåíû óçëû èíòåðïîëÿöèè.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà óäîáåí â òåîðåòè-

÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, íî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íå ýôôåêòèâåí.

Îïåðàòîð ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (6), ââåäåííûé Ý. Áîðåëåì è Å. Ò. Óèòòåêå-

ðîì, ïðèáëèæàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ëó÷øå, ÷åì ëþáîé àëãåáðàè÷åñêèé èíòåð-

ïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, â òîì ÷èñëå è èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â ôîðìå

Ëàãðàíæà, íî òåì íå ìåíåå, èìååò íåäîñòàòêè:

� ñëîæíîñòè ñ ïðèáëèæåíèåì íåãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé;

� âûäàåò áîëüøîé ñêà÷îê ïîãðåøíîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé, ìåíÿþ-

ùèõ ñâîé çíàê.

Êîòèðîâêè öåííûõ áóìàã âåäóò ñåáÿ êðàéíå íåñòàáèëüíî, è ïîñòðîèòü òî÷-

íûé ïðîãíîç îòíîñèòåëüíî ñêà÷êîâ öåí ÿâëÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ïðî-

öåññîì. Äëÿ àíàëèçà ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû, íî

êàê ïðàâèëî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àå âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîÿâëåíèÿ áîëüøîé ïî-

ãðåøíîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé, ìåíÿþùèõ ñâîé çíàê. Äàííàÿ ïðîáëå-

ìà êðàéíå êðèòè÷íà, òàê êàê èìåííî êîòèðîâêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèþ

ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû áûë ââåäåí íîâûé îïåðà-

òîð ñèíê-àïïðîêñèìàöèè (7), êîòîðûé, ñïðàâëÿåòñÿ ñ ïðèáëèæåíèåì ãëàäêèõ è

íåãëàäêèõ ôóíêöèé, à òàê æå äàåò ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè çíà-

÷åíèé ôóíêöèé, ìåíÿþùèõ ñâîé çíàê â òî÷êå. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðî-

âîäèìûå â ðàáîòå, ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü îá ýôôåêòèâíîñòè îïåðàòîðà (7), ïðè

ïðèáèëæåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè â íåóçëîâûõ òî÷êàõ, à çíà÷èò äàííûé îïåðà-

òîð ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ è ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèè êîòèðîâîê

öåííûõ áóìàã.
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