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ВВЕДЕНИЕ

Целью работы является исследование интегрируемости

дифференциального оператора следующего вида:

𝐿2 = 𝜕2 − 𝑘(𝑘 + 1)

𝑥2

Впервые оператор 𝐿2 появился в работах итальянского математика

Калоджеро [1] в 70 - х годах 20 века, при рассмотрении взаимодействия

конечного числа частиц на прямой по закону обратных квадратов. Его

исследование нашло продолжение в работах Мозера [2] и Сазерленда

[3], [4]. В дальнейшем, эта задача стала известной как задачей

Колоджеро-Мозра-Сазерленда или сокращенно задача КМС. Затем,

М. Ольшанецким и А. Переломовым [5] было дано обобщение этого

оператора на произвольную систему корней полупростой алгебры Ли.

Оказалось, что операторы такого вида обладают многими замечательными

свойствами, наиболее важным из которых является их интегрируемость.

То есть оператор 𝐿2 может быть включен в алгебраически независимое

семейство попарно коммутирующих дифференциальных операторов

𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑛. Основным результатом работы является доказательство

интегрируемости оператора 𝐿2. Впервые подробное исследование таких

операторов и гипотеза об их интегрируемости была высказана в работах

Опдама и Хекмана [7], [8], [9], [10]. Принципиально новый шаг в теории

этих операторов был сделан Ч. Данклом в 1989 году, где он ввел операторы

носящие его имя [6]. Открытие этих операторов позволило не только

существенно упростить доказательство основных свойств этих операторов,

но и дать начало новым направлениям в теории этих операторов.

Современные исследования задачи КМС и их связь с оператором

Данкла на бесконечности широко представлены в работах А. Н. Сергеева

в соавторстве с А. П. Веселовым [11], [12], [13], [14].

В работе приводятся необходимые сведения из общей теории а также

исследуется интегрируемость оператора 𝐿2 в случае одной переменных

(общий случай можно свести к этому) методами теории алгебр Ли. Для

этого проверяются коммутационные соотношения алгебры Ли 𝑠𝑙(2) между

некоторыми операторами (включая 𝐿2). Затем теория представлений этой
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алгебры используется для доказательства интегрируемости.

Структура работы следующая. В первом разделе представлено

введение в проблему интегрируемости операторов на примере задачи

классической механики. Во втором разделе представлены некоторые

сведения из линейной алгебры. В третьем разделе приведены основные

сведения из теории Алгебры Ли и её представлений. Четвертый раздел

посвящен краткому обзору методов исследований интегрируемости, в

смысле Лиувилля. Пятый раздел содержит самостоятельную часть работы,

доказанны ряд лемм со вспомогательными формулами и финальная теорема,

доказывающая интегрируемость оператора 𝐿2. Данная теорема ранее была

известна, здесь рассматривается новое доказательство с использованием

теории представлений алгебры Ли sl(2).

Для достижения цели ставим следующие задачи:

1. изучить основные положения алгебры Ли sl(2);

2. изучить основные положения теории представлений;

3. исследовать интегрируемость оператора 𝐿2;

4



1 Основное содержание работы

Объектом исследования выпускной работы является оператор задачи

Калоджеро-Мозера-Сазерленда

𝐿2 = 𝜕2 − 𝑘(𝑘 + 1)

𝑥2

Основная часть работы носит реферативный характер. Первые четыре

раздела посвящены основной теории, которая применяется для достижения

цели. Основным инструментом исследования интегрируемости оператора

является теория представлений алгебры Ли sl(2), которой посвящен третий

раздел.

Определение 1.1 (Алгебра Ли). Рассмотрим операцию [𝑥, 𝑦] = 𝑥𝑦 −
𝑦𝑥. Векторное пространство 𝐿 над полем F с операцией 𝐿 × 𝐿 → 𝐿,

обозначаемой (𝑥, 𝑦) ↦→ [𝑥, 𝑦] и называемой скобкой или коммутатором

элементов 𝑥 и 𝑦, называется алгеброй Ли над полем F, если выполняются

следующие аксиомы:

1. операция коммутирования билинейна;

2. [𝑥, 𝑥] = 0 ∀𝑥 ∈ 𝐿;

3. [𝑥, [𝑦, 𝑧]] + [𝑦, [𝑧, 𝑥]] + [𝑧, [𝑥, 𝑦]] = 0 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿)

Последняя аксиома называется тождеством Якоби.

Определение 1.2 (Алгебра Ли sl(2)). Алгебра Ли sl(2) называется

трехмерная алгебра Ли с таблицей умножения

[𝑋, 𝑌 ] = 𝐻, [𝐻,𝑋] = 2𝑋, [𝐻,𝑌 ] = −2𝑌.

Также важными понятия, которые используются при получении

финального результата являются понятия старшего и младшего вектора

модуля алгебры Ли.

Определение 1.3 (Модуль алгебры). Пусть L — некоторая алгебра Ли.

Векторное пространство V с дополнительной операцией 𝐿 × 𝑉 → 𝑉

(обозначаемой (𝑥, 𝑣) ↦→ 𝑥 · 𝑣 или просто 𝑥𝑣), называется L-модулем, если

выполняются следующие условия:
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1. (𝑎𝑥+ 𝑏𝑦)𝑣 = 𝑎(𝑥 · 𝑣) + 𝑏(𝑦 · 𝑣),
2. 𝑥 · (𝑎𝑣 + 𝑏𝑤) = 𝑎(𝑥 · 𝑣) + 𝑏(𝑥 · 𝑤),
3. [𝑥, 𝑦] · 𝑣 = 𝑥 · 𝑦 · 𝑣 − 𝑦 · 𝑥 · 𝑣 (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿; 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 ; 𝑎, 𝑏 ∈ F)

Определение 1.4 (Старший вектор). Пусть L-алгебра Ли sl(2) и пусть

V-произвольный L-модуль. Тогда вектор 𝑣 ∈ 𝑉 называется старшим

вектором модуля, если выполняются следующие условия:

𝐻𝑣 = 𝜆𝑣,

𝑋𝑣 = 0.

𝜆 называется весом старшего вектора.

Определение 1.5 (Младший вектор). Пусть L-алгебра Ли sl(2) и пусть

V-произвольный L-модуль. Тогда вектор 𝑣 ∈ 𝑉 называется младшим

вектором модуля, если выполняются следующие условия:

𝐻𝑣 = 𝜆𝑣,

𝑌 𝑣 = 0.

𝜆 называется весом младшего вектора.

Пятый раздел содержит основной результат работы. Вводятся

специальные операторы.

Определение 1.6. Введем следующие операторы из алгебры C[𝜕, 𝑥, 𝑥−1]

𝑋 =
1

2
𝑥2, 𝑌 = −1

2
(𝜕2 − 𝑘(𝑘 + 1)

𝑥2
), 𝐻 = 𝑥𝜕 +

1

2

Проверяется, что эти операторы образуют алгебру Ли sl(2).

Лемма 1.7. Операторы 𝑋, 𝑌,𝐻, удовлетворяют соотношениям алгебры

sl(2)

[𝑋, 𝑌 ] = 𝐻, [𝐻,𝑋] = 2𝑋, [𝐻, 𝑌 ] = −2𝑌

Доказываются леммы, которые непосредственно используются для

достижения цели.
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Лемма 1.8. Справедливы следующие равенства

𝑎𝑑2𝑚+2
𝑌 (𝑥2𝑚+1) = (2𝑚+ 1)2(2𝑚− 1)2 . . . 12

(𝑘 +𝑚+ 1)(𝑚− 𝑘)(𝑘 +𝑚)(𝑚− 1− 𝑘) . . . (𝑘 + 1)(−𝑘)𝑥−2𝑚−3

где 𝑚 ≥ 0.

Лемма 1.9. Для 𝑚 ≥ 0 справедливо равенство 𝑎𝑑2𝑚+1
𝑌 (𝑥2𝑚) = 0.

Результатом работы является доказательство интегрируемости

оператора 𝐿2 с использованием теории представлений алгебры Ли sl(2).

Теорема 1.10. Пусть 𝐿2 = 𝜕2 − 𝑘(𝑘+1)
𝑥2 , тогда в алгебре C[𝑥.𝑥−1, 𝜕]

существует дифференциальный оператор коммутирующий с 𝐿2 и

отличный от 𝐿𝑁
2 , 𝑁 = 1, 2, . . . , если и только если 𝑘 - целое.

В дополнении, доказательство дает нам способ построения таких

операторов:

𝐿′ = 𝑎𝑑2𝑚+1
𝑌 (𝑥2𝑚+1),

где 𝑚 ∈ N ∪ {0}
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена теория алгебры Ли, в частности алгебры Ли

sl(2). Представлены основные теоремы теории представлений алгебры Ли.

Представлен один из классических методов исследования интегрируемости,

в смысле Лиувилля, гамильтоновой системы – метод пар Лакса. Приведенно

новое доказательство, опирающиеся на теорию представлений алгебры Ли

sl(2), интегрируемости оператора 𝐿2 Колоджеро-Мозера-Сазерленда.

В результате полученна явная формула для построения системы

коммутирующих операторов.
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