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ß, Ãðèøêîâà Âàëåðèÿ Ãåðìàíîâíà, ñòóäåíòêà 421 ãðóïïû, ïðîõîäèëà ïðåä-

äèïëîìíóþ ïðàêòèêó íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ïåðèîä ñ 16 ìàÿ

2021 ãîäà ïî 3 èþíÿ 2021 ãîäà.

Òåìà ïðàêòèêè - "Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïî-

òðåáèòåëÿ".

Öåëü ïðàêòèêè - çàâåðøåíèå êîíå÷íîé ñòàäèè ðàáîò ïî ðåøåíèþ çàäà÷,

ïîñòàâëåííûõ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áàêàëàâðñêîé ðàáîòû, è îôîðìëåíèå

àâòîðåôåðàòà.

Â ðàáîòå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ îïòèìàëüíûì óïðàâ-

ëåíèåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà â çàäà÷àõ áåç îãðàíè÷åíèé, à

òàêæå ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ çà-

äà÷ ïî äàííîé òåìå.

Îáúåì áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 48 ñòðàíèö ñ ó÷åòîì ïðèëîæåíèé.

2



Введение

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàè-

áîëåå ñëîæíûõ äëÿ îñâîåíèÿ. Ýòî ïðåæäå âñåãî ñâÿçàíî ñî ñìûñëîâûìè îòëè-

÷èÿìè èçó÷àåìûõ â äàííîì ðàçäåëå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îò çàäà÷

êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè, è, êàê ñëåäñòâèå, ñ ñóùåñòâåííûì óñëîæíåíèåì

èñïîëüçóåìûõ â íèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà áûë âûñêà-

çàí â êà÷åñòâå ãèïîòåçû Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì. Ýòî ÿâèëîñü îñíîâíûì ñòèìóëîì

è èñõîäíûì ïóíêòîì âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó

óêàçàííàÿ òåîðåìà ïîëüçóåòñÿ âî âñåì ìèðå çàñëóæåííîé èçâåñòíîñòüþ ïîä

íàçâàíèåì принцип максимума Понтрягина. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

íóæíûì äàòü íàãëÿäíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ äàííûõ óñëîâèé îïòèìàëüíî-

ñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷ âñåâîçìîæíûõ òèïîâ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ, îòûñêàíèå íàè-

ëó÷øèõ ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ èìè, à òàêæå ðàññìîòðåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîòðåáèòåëÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè äàííîé òåìû ïîñòàâèì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Îçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè îá óïðàâëÿåìûõ îáúåêòàõ.

2. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ïðèìåð åãî ïðèìåíåíèÿ.

3. Èçó÷èòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîòðåáèòåëÿ.
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Основное содержание работы. Ðàáîòà ñîñòîèò èç 4 ãëàâ.

Основные понятия об управляемых объектах.

Определение 1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèå � ýòî çàäà÷à ïðîåê-

òèðîâàíèÿ ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþùåé äëÿ çàäàííîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ èëè

ïðîöåññà çàêîí óïðàâëåíèÿ èëè óïðàâëÿþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçäåé-

ñòâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè êðè-

òåðèåâ êà÷åñòâà ñèñòåìû.

Определение 2. Фазовыми координатами объекта íàçûâàþòñÿ 𝑛 ÷èñåë

𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, êîòîðûå çàäàþò состояние îáúåêòà (â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè).

Определение 3. Âåëè÷èíû 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê êî-

îðäèíàòû íåêîòîðîãî âåêòîðà (èëè òî÷êè) 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) â 𝑛−ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛. Ýòó òî÷êó íàçûâàþò фазовым со-

стоянием îáúåêòà, à 𝑛−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì â âèäå òî÷åê èçîá-

ðàæàåòñÿ ôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ, íàçûâàåòñÿ фазовым пространством ðàññìàò-

ðèâàåìîãî îáúåêòà.

Определение 4. ×òîáû ïîëíîñòüþ çàäàòü äâèæåíèå îáúåêòà, íàäî çà-

äàòü åãî ôàçîâîå ñîñòîÿíèå 𝑥0 = (𝑥10, 𝑥
2
0, ..., 𝑥

𝑛
0) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

𝑡0 è âûáðàòü âåêòîðíóþ ôóíêöèþ 𝑢(𝑡)1, 𝑢(𝑡)2, ..., 𝑢(𝑡)𝑟 (äëÿ 𝑡 > 𝑡0), ò.å.

𝑢(𝑡) = (𝑢(𝑡)1, 𝑢(𝑡)2, ..., 𝑢(𝑡)𝑟).

Ýòó ôóíêöèþ 𝑢(𝑡) áóäåì íàçûâàòü управлением.

Задача управления.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ óïðàâëÿåìûìè îáúåêòàìè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡0 îáúåêò íàõîäèòñÿ â ôàçîâîì ñîñòîÿíèè 𝑥0;

òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêîå óïðàâëåíèå 𝑢(𝑡), êîòîðîå ïåðåâåäåò îáúåêò â çàðàíåå

çàäàííîå êîíå÷íîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå 𝑥1 (îòëè÷íîå îò 𝑥0 ðèñ. 1).

Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå 𝑥0 ìîæåò áûòü çàðàíåå íåèçâåñòíî. Ðàñ-

ñìîòðèì îäèí èç íàèáîëåå òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ. Îáúåêò äîëæåí óñòîé÷èâî

ðàáîòàòü â íåêîòîðîì ðåæèìå (ò.å. íàõîäèòüñÿ â íåêîòîðîì ôàçîâîì ñîñòî-

ÿíèè 𝑥1). Â ðåçóëüòàòå òåõ èëè èíûõ ïðè÷èí (íàïðèìåð, ïîä âîçäåéñòâèåì

íåîæèäàííîãî òîë÷êà) îáúåêò ìîæåò âûéòè èç ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ 𝑥1 è îêà-

çàòüñÿ â íåêîòîðîì äðóãîì ñîñòîÿíèè 𝑥0. Ïðè ýòîì òî÷êà 𝑥0, â êîòîðóþ ìîæåò
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

ïîïàñòü îáúåêò, çàðàíåå íåèçâåñòíà, è ìû äîëæíû óìåòü òàê óïðàâëÿòü îáú-

åêòîì, ÷òîáû èç ëþáîé òî÷êè 𝑥0(èëè õîòÿ áû èç òî÷åê 𝑥0; äîñòàòî÷íî áëèçêèõ

ê 𝑥1) âåðíóòü åãî â ðàáî÷åå ñîñòîÿíèå 𝑥1 (ðèñ. 2).

Îáû÷íî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû переходный ïðîöåññ (ò.å ïðîöåññ ïåðåõîäà èç

íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ 𝑥0 â ïðåäïèñàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå 𝑥1, ðèñ

1) áûë â îïðåäåëåííîì ñìûñëå "íàèëó÷øèì íàïðìåð, ÷òîáû âðåìÿ ïåðåõîäà

áûëî íàèìåíüøèì è ò.ï. Òàêîé "íàèëó÷øèé"ïåðåõîäíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ

оптимальным процессом.

Ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îáúåêò ïåðåõîäèò èç òî÷êè 𝑥0 â òî÷êó

𝑥1 (ðèñ. 1), íàçûâàåòñÿ оптимальным в смысле быстродействия, åñëè íå

ñóùåñòâóåò ïðîöåññà, ïåðåâîäÿùåãî îáúåêò èç 𝑥0 â 𝑥1 çà íàèìåíüøåå âðåìÿ

(ïðåäïîëàãàÿ 𝑥0 ̸= 𝑥1).

Принцип максимума

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ

Гипотеза 1. Ôóíêöèÿ 𝜔(𝑥) èìååò ïðè 𝑥 ̸= 𝑥1 âòîðûå íåïðåðûâíûå ïðî-

èçâîäíûå 𝜕2𝜔(𝑥)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, à ôóíêöèè 𝑓 𝑖(𝑥, 𝑢) - ïåðâûå íåïðåðûâíûå

ïðîèçâîäíûå 𝜕𝑓 𝑖(𝑥,𝑢)
𝜕𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.

Åå äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðèâåäåì â õîäå äèïëîìíîé ðàáîòû. Èç äàííîé ãè-

ïîòåçû âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåðåìà, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå принцип мак-

симума.

Теорема 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óïðàâëÿåìîãî îáú-

åêòà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (â âåêòîðíîé ôîðìå)

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑢 ∈ 𝑈, (𝐴)
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è ïðåäïèñàííîãî êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ 𝑥1 âûïîëíåíû ãèïîòåçû 1, 2 è 3. Ïóñòü

(𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡1, - íåêîòîðûé ïðîöåññ, ïåðåâîäÿùèé îáúåêò èç íà-

÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 𝑥0 â ñîñòîÿíèå 𝑥1. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ 𝐻,

çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííûõ 𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ..., 𝑢𝑟 è íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ 𝜓1, ..., 𝜓𝑛:

𝐻(𝜓, 𝑥, 𝑢) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖𝑓
𝑖(𝑥, 𝑢). (𝐵)

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè 𝐻 çàïèøåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ:

𝜓𝑘 = −𝜕𝐻(𝜓, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝜕𝑥𝑘
, 𝑘 = 1, ..., 𝑛, (𝐶)

ãäå (𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) - ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ (13). Òîãäà, åñëè ïðîöåññ

(𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡1, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íåòðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå 𝜓(𝑡) = (𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)), 𝑡0 6 𝑡 < 𝑡1, ñèñòåìû (𝐶), ÷òî äëÿ

ëþáîãî ìîìåíòà 𝑡, 𝑡0 6 𝑡 < 𝑡1, âûïîëíåíî óñëîâèå ìàêñèìóìà

𝐻(𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = max
𝑢∈𝑈

𝐻(𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢)

𝐻(𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 1. (𝐷)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â òåîðìå 2 ðåøåíèå 𝜓(𝑡) è óñëîâèå ìàêñèìóìà (𝐷)

ðàññìàòðèâàòü íà âñåì îòðåçêå 𝑡0 6 𝑡 6 𝑡1 è çàêëþ÷èòåëüíîå óñëîâèå

𝐻(𝜓(𝑡), 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 1 çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì

𝐻(𝜓(𝑡1), 𝑥(𝑡1), 𝑢(𝑡1)) > 0, (𝐸)

òî â ýòîé ôîðìå ïðèíöèï ìàêñèìóìà áóäåò ñïðàâåäëèâ áåç ëþáûõ ïðåäïîëî-

æåíèé î ôóíêöèè 𝜔 è ñòàíåò необходимым условием оптимальности.

Задача оптимального управления для потребителя.

Äîïóñòèì èìååòñÿ íåêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿíèå êîòîðîé â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛. Íà ñîñòîÿíèå
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ñèñòåìû ìîæíî âîçäåéñòâîâàòü, ìåíÿÿ óïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû 𝑢(𝑡)∈ 𝑈𝑡 ⊆
𝑅𝑟. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ óïðàâëåíèé 𝑢(𝑡).

Ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè 𝑢(𝑡) ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè

ñîãëàñíî çàêîíó:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)). (1)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äàííîé ñèñòåìîé: îïðåäå-

ëèòü óïðàâëåíèå 𝑢*(𝑡), äîñòàâëÿþùåå ýêñòðåìóì êðèòåðèþ êà÷åñòâà âèäà:

𝐽(𝑥(·), 𝑢(·)) =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡+ Φ0(𝑡0, 𝑡1, 𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1)) → 𝑚𝑎𝑥 (2)

Ïðè÷åì ïåðâîå ñëàãàåìîå (èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü êðèòåðèÿ) õàðàêòåðèçóåò

êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû íà âñåì ïðîìåæóòêå óïðàâëåíèÿ [𝑡0, 𝑡1],

â òî âðåìÿ êàê âòîðîå ñëàãàåìîå (òåðìèíàëüíûé ÷ëåí) - òîëüêî êîíå÷íûé ðå-

çóëüòàò âîçäåéñòâèÿ óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåìûé íà÷àëüíûì 𝑥(𝑡0) è êîíå÷íûì

𝑥(𝑡1) ñîñòîÿíèÿìè è, ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, ìîìåíòàìè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ

óïðàâëåíèÿ 𝑡0 è 𝑡1. Â çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è èíòåãðàëü-

íàÿ èëè òåðìèíàëüíàÿ ÷àñòü êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ.

Íà ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äîïîëíè-

òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â ôîðìå êðàåâûõ óñëîâèé:

Φ𝑖(𝑡0, 𝑡1, 𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1)) = 0, 𝑖 = 1...𝑚, (3)

çàäàþùèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû

è ìîìåíòîâ íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Çíà÷èìûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì (3) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ âèäà:

𝑥(𝑡0) − 𝑥0 = 0;𝑥(𝑡1) − 𝑥1 = 0, (4)

ñîîòâåòñâóþùèå çàêðåïëåííîìó ëåâîìó èëè ïðàâîìó êîíöó ôàçîâîé òðàåêòî-

ðèè.

Ìîìåíòû âðåìåíè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ óïðàâëåíèÿ, 𝑡0 è 𝑡1, ìîãóò áûòü

êàê èçâåñòíûìè, òîãäà ãîâîðÿò î çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì óïðàâ-
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ëåíèÿ, òàê è íåèçâåñòíûìè (çàäà÷à ñ íåôèêñèðîâàííûì ìîìåíòîì íà÷àëà èëè

îêîí÷àíèÿ óïðàâëåíèÿ).

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â äàííîé çàäà÷å, à èìåííî íåîáõîäè-

ìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äàþòñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà. Äëÿ ðåøåíèÿ äàëüíåéøèõ çàäà÷ åùå ðàç ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâ-

êó òåîðåìû â äðóãîé èíòåðïðåòàöèè.

Пример задачи оптимально управления. Задача 1. Íàéòè îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å:

𝐽(𝑢, 𝑥) =

∫︁ 4

0

(𝑢2 + 𝑥)𝑑𝑡→ 𝑚𝑖𝑛; 𝑥̇ = 𝑢;𝑥(0) = 0; |𝑢| 6 1

Ð å ø å í è å. Ïåðåïèøåì äàííóþ çàäà÷ó â âèäå çàäà÷è íà ìàêñèìóì

−
∫︁ 4

0

(𝑢2 + 𝑥)𝑑𝑡→ 𝑚𝑎𝑥

è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ.

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà (ðèñ.3):

𝐻 = −𝜆0(𝑢2 + 𝑥) + 𝜓𝑢;

Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà:

𝜓̇ = −𝜕𝐻
𝜕𝑥

= 𝜆0;

Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè:

𝜓(4) =
𝜕Φ0

𝜕𝑥(1)
= 0

(ò.ê. ïðàâûé êîíåö ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñâîáîäåí).

Ïðîàíàëèçèðóåì âûðîæäåííûé ñëó÷àé: ïîëîæèì 𝜆0 = 0.

Òîãäà 𝜓̇ ≡ 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝜓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Íî èç óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëü-

íîñòè ñëåäóåò, ÷òî 𝜓 ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè, ÷òî ìíîæèòåëè 𝜆0 è 𝜓

îäíîâðåìåííî ðàâíû 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Çíà÷èò âûðîæ-

äåííûõ ðåøåíèé çàäà÷à íå èìååò.
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Ðèñ. 3

Ïîëîæèì 𝜆0 = 1. Òîãäà:

𝐻 = 𝜓𝑢− 𝑢2 − 𝑥→ 𝑚𝑎𝑥;

𝜓̇ = 1;𝜓(4) = 0.

𝐻 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé 𝑢. Âåð-

øèíà ïàðàáîëû îòûñêèâàåòñÿ èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà 𝐼 ïîðÿäêà:

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 𝜓 − 2𝑢 = 0.

Åñëè îíà ëåæèò âíóòðè îòðåçêà èçìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ [-1, 1], òî îíà è

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàêñèìóì 𝐻 äîñòèãàåòñÿ

íà ïðàâîé ëèáî ëåâîé ãðàíèöå îòðåçêà (ðèñ. 3).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑠𝑔𝑛𝜓(𝑡), |𝜓(𝑡)| > 2

𝜓(𝑡)
2 , |𝜓(𝑡)| 6 2

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàâèñèò îò âåëè÷èíû 𝜓(𝑡). Ðåøàÿ ñîïðÿæåííóþ

ñèñèòåìó, ïîëó÷àåì 𝜓(𝑡) = 𝑡− 4. Âèäíî, ÷òî −4 6 𝜓(𝑡) 6 −2 ïðè 0 6 𝑡 6 2 è

−2 6 𝜓(𝑡) 6 −2 ïðè 2 6 𝑡 6 4. Òîãäà

𝑢*(𝑡) =

⎧⎨⎩−1, 0 6 𝑡 6 2

𝑡−4
2 , 2 6 𝑡 6 4

.
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Îïðåäåëèì òåïåðü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ 𝑥*(𝑡), ñîîòâåòñâóþùóþ îïòèìàëü-

íîìó óïðàâëåíèþ:

𝑥̇ = 𝑢*(𝑡) =

⎧⎨⎩−1, 0 6 𝑡 6 2

𝑡−4
2 , 2 6 𝑡 6 4

⇒

𝑥*(𝑡) =

⎧⎨⎩−𝑡+ 𝑐1, 0 6 𝑡 6 2

𝑡2

4 − 2𝑡+ 𝑐2, 2 6 𝑡 6 4
.

Äëÿ ó÷àñòêà òðàåêòîðèè ïðè 𝑡 ∈ [0, 2], ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íàõî-

äèòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ 𝑥(0) = 0 ⇒ 𝑐1 = 0. Äëÿ ó÷àñòêà ïðè 𝑡 ∈ [2, 4]

âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ôàçîâîé òðàåêòîðèè 𝑥(𝑡) â òî÷êå

𝑡 = 2:

lim
𝑡→2−

𝑥(𝑡) = lim
𝑡→2+

.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì 𝑐2 = 1. Èòàê, îêîí÷àòåëüíî:

𝑢*(𝑡) =

⎧⎨⎩−1, 0 6 𝑡 6 2

𝑡−4
2 , 2 6 𝑡 6 4

⇒

𝑥*(𝑡) =

⎧⎨⎩−𝑡, 0 6 𝑡 6 2

𝑡2

4 − 2𝑡+ 1, 2 6 𝑡 6 4
.

Фазовые ограничения в задаче оптимального управления.

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùóþ

íàëè÷èå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Ìîìåíòû 𝑡0, 𝑡1, à òàêæå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

𝑥0 áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà:

𝐽(𝑥(·), 𝑢(·)) =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡+ Φ0(𝑥(𝑡1)) → 𝑚𝑎𝑥, (5)

åñëè çàêîí èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èìååò âèä:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), (6)
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è äîïîëíèòåëüíî íàëîæåíû ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ:

𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) > 0; 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], (7)

ãäå 𝑔 : 𝑅 × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑠 - íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè

àðãóìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí äàííîé çàäà÷è:

𝐿(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝜇(𝑡)𝜆0) = 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝜆0) + (𝜇(𝑡), 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))), (8)

ãäå 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝜆0) - ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà; 𝜇(𝑡) =

(𝜇1(𝑡), ..., 𝜇𝑠(𝑡)) ∈ 𝑅𝑛- ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé îãðàíè-

÷åíèþ (3).

Òîãäà äëÿ äàííîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 2. Ïóñòü (𝑥*(𝑡), 𝑢*(𝑡)) - îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å (1)-(3).

Òîãäà íàéäóòüñÿ íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ìíîæèòåëü 𝜆0 > 0 è âåêòîð-

ôóíêöèè 𝜓(𝑡) = (𝜓1(𝑡), ..., 𝜓𝑛(𝑡)) ∈ 𝑅𝑛 è 𝜇(𝑡) = (𝜇1(𝑡), ..., 𝜇𝑠(𝑡)) ∈ 𝑅𝑠 òàêèå,

÷òî: à) âñþäó íà [𝑡0, 𝑡1] âûïîëíåíî óñëîâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:

𝑢*(𝑡) ∈ 𝐴𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝐻(𝑡, 𝑥*(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝜆0)); (9)

á) ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ 𝜓(𝑡) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:

𝜓̇𝑖(𝑡) = − 𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖(𝑡1)
; 𝑖 = 1, ..., 𝑛 (10)

(ãäå 𝐿-ëàãðàíæèàí çàäà÷è) è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ïðàâîì êîíöå,

â äàííîé ïîñòàíîâêå èìåþùèå âèä:

𝜓𝑖(𝑡1) = 𝜆0
𝜕Φ0(𝑥

*(𝑡1))

𝜕𝑥𝑖(𝑡1)
;

â) âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè ìíî-

æèòåëÿ Ëàãðàíæà 𝜇(𝑡) :

𝜇𝑖(𝑡)𝑔𝑖(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 0;𝜇𝑖(𝑡) > 0; 𝑖 = 1, ..., 𝑠. (11)
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Заключение

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ âûáîðîì íàèáîëåå áëàãî-

ïðèÿòíûõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìî-

ùè ñèñòåì ïðîñòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíîé èç âàæíûõ ÷àñòåé

îò÷åòà ÿâëÿëîñü èçëîæåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîòíòðÿãèíà, êîòî-

ðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Ìû îçíàêîìèëèñü ñ çàäà÷àìè îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè è âû-

âåëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ðàññìîòðåëè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

ïîòðåáèòåëÿ. Òåì ñàìûì ïîñòàâëåííûå â íà÷àëå ðàáîòû çàäà÷è áûëè óñïåø-

íî âûïîëíåíû.
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