
Саратов 2021  

МИНОБРНАУКИ РОССИИ 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 

высшего образования 

«САРАТОВСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ 

ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ Н.Г. 

ЧЕРНЫШЕВСКОГО» 

Кафедра математического анализа 

 

 
 

Частные случаи интегрируемости уравнения Лёвнера для 
полуплоскости 

 

 
АВТОРЕФЕРАТ БАКАЛАВРСКОЙ РАБОТЫ 

 
студентки 4 курса 421 группы 

направления 02.03.01 Математика и компьютерные науки 

механико-математического факультета 

Сусловой Дарьи Александровны 
 

 

 

 

Научный руководитель 

  доцент, к.ф.-м.н.     
должность, уч.степень, уч.звание подпись, дата 

 
 
  В. Г. Гордиенко 

инициалы, фамилия 
 

 

Заведующий кафедрой 

и.о.зав.кафедрой, к.ф.-м.н.     
должность, уч.степень, уч.звание подпись, дата 

 

   А. М. Захаров  
инициалы, фамилия 

 



Ââåäåíèå. Â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû

ðàçëè÷íûå ïðèìåðû óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Öåëüþ ðàáîòû ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ ÿâíûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ìîãóò

ïîìî÷ü ïðîÿñíèòü ïîâåäåíèå êðèâûõ, ãåíåðèðóåìûõ óðàâíåíèåì

Ë¼âíåðà à òàê æå íàõîæäåíèå ñïîñîáà âèçóàëèçàöèè îòîáðàæåíèé

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîäà íà ÿçûêå Python. Îñíîâíû-

ìè çàäà÷àìè ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

1. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà.

2. Èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ýòîìó óðàâíåíèþ.

Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ èññëåäîâàíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû

ñòàòüè çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ. Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé

ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, à

òàê æå òåîðèÿ Ë¼âíåðà. Âî âòîðîé ÷àñòè ïî ïóíêòàì ðàññìîò-

ðåíû íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà è îïèñàíî ïîâåäåíèå êðèâîé îñîáåííîñòåé â

çàâèñèìîñòè îò òèïà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Â òðåòüåé ÷àñòè

îïèñûâàåòñÿ ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü

ðàçðåç íà ïîëóïëîñêîñòè ïî çàäàííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.Îñíîâíûì îáúåêòîì äàííîé

ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ë¼âíåðà. Ýòî óðàâíåíèå èçó÷àëîñü

÷åøñêèì ìàòåìàòèêîì ×àðëüçîì Ë¼âíåðîì. Ñóùåñòâóåò äîâîëü-

íî ìíîãî âåðñèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà, çàâèñÿ-

ùèõ îò èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò âåðñèè

íà êðóãå, âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ðàçëè÷íûå êîëüöåâûå îáëàñòè

è äðóãèå, åùå áîëåå ðàçíîîáðàçíûå. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëå-

íî õîðäîâîìó óðàâíåíèþ Ë¼âíåðà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Ë¼âíåðà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ñëó÷àé õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â

äâóõ âàðèàíòàõ îòíîñèòåëüíî òå÷åíèÿ âðåìåíè:

� Â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè;

� Â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè.

Ïðÿìàÿ âåðñèÿ õîðäîâîãî óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:

dgt
dt

=
2

gt − ξ(t)
, g0(t) = z (1)

g0(z) = z - íà÷àëüíîå óñëîâèå.

ξ : [0, T ] −→ R íåïðåðûâíà, à îáëàñòü äëÿ z ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòüþ, îáîçíà÷àåìîé H = z ∈ C : Im(z) > 0. Èç òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
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íûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî êàæäîìó z ∈ H ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t0) òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå (1).

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà óðàâíåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè. Ïóñòü

z0 - òàêàÿ òî÷êà, ÷òî çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè (1) ðàâåí íóëþ,

ò.å. g(t, z0) = ξ(t). Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäíàÿ, ∂tg(t, z), èñïûòûâà-

åò ñèíãóëÿðíîñòü(îñîáåííîñòü) â ýòîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû

ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî z0 íå âõîäèò â íàøó îáëàñòü. Ïðè îïðå-

äåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ξ ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê ïîðîæäàåò êðèâóþ, áåðóùóþ ñâî¼ íà÷àëî

íà âåùåñòâåííîé îñè. Îäíàêî êðèâàÿ ìîæåò äàæå áûòü íåêîòî-

ðîé îáëàñòüþ, â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè ξ. Áóäåì îáîçíà÷àòü

ýòó êðèâóþ γ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü γ êàê

êðèâóþ ñèíãóëÿðíîñòè èëè êðèâóþ îñîáåííîñòåé. Èíòåðåñíî îò-

ìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ξ âåùåñòâåííî, êàæäàÿ òî÷êà z ∈ γ ñîîò-

âåòñòâóåò âåùåñòâåííîçíà÷íîé g, ïîýòîìó γ îòîáðàæàåòñÿ íà âå-

ùåñòâåííóþ îñü. Ñõåìàòè÷íî ýòîò ïðîöåññ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå

1.

Íà ðèñóíêå 1 âèäíî, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ ïîñëå îòîáðàæå-

íèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé íà âåùåñòâåííîé îñè.

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèå (1) ìû ïîäñòàâëÿåì ðàçíûå óïðàâëÿþùèå

4



Ðèñ. 1

ôóíêöèè ξ, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ξ ïîðîæäàåò gt(z). Êðîìå

òîãî, ξ ÷àñòî íàçûâàþò ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îòîáðàæåíèå âèäà w = gt(z) , êîòîðîå îòîáðàæàåò íåêîòîðîå

ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè z-ïëîñêîñòè, R,

íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü w-ïëîñêîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, ñóùå-

ñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ft(w), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

gt(ft(w)) = w äëÿ âñåõ w èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòà ôóíêöèÿ

îòîáðàæàåò îáëàñòü H èç w-ïëîñêîñòè íà R â z-ïëîñêîñòü.

Âáëèçè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè gt èìååò âèä:

gt(z) = z + c(t)/z +O(1/z2) (2)

Êîýôôèöèåíò c(t) íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ïîëóïëîñêîñòè ÿâëÿåò-

ñÿ íåïðåðûâíî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà t. Êðîìå òîãî,

òàê êàê g0(z) = z, òî c(0) = 0. Âûãîäíî ïàðàìåòðèçîâàòü γ òàê,

÷òîáû c(t) áûëà ëèíåéíà ïî t, ïîýòîìó c(t) = 2t.
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Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî èçâåñòíûõ âèäîâ óïðàâëÿ-

þùèõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1)

èìååò ðåøåíèå.

Äëÿ íà÷àëà îïèñûâàåòñÿ ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà óïðàâëÿ-

þùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà êîíñòàíòå. Â ïåðâîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ èìååò âèä

ξ(t) = A (3)

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî g ïîëó÷àåì

gt(z) = A + [(z − A)2 + 4t]1/2. (4)

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä

ft(w) = A + [(w − A)2 − 4t]1/2. (5)

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ôóíêöèÿ g ïðèîáðåòàåò ñèíãóëÿð-

íîñòü â òî÷êå

zc(t) = A + 2it1/2 (6)

êîòîðàÿ îòîáðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè gt íà òî÷êó ξ(t) = A

â w-ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðîñòè îáðàçóþò îòðåçîê

ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé îñè, è gt îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïî-

ëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì âäîëü ýòîãî îòðåçêà íà âåðõíþþ ïîëó-
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ïëîñêîñòü â w-ïëîñêîñòè.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà óïðàâëÿþùàÿ ôóíê-

öèÿ ëèíåéíà. Â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä

ξ(t) = t (7)

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëó÷åííîé òðàåêòîðèè ìîæíî âûðàçèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì

2 ln rt − rt cosφt = 2 ln 2 + t− 2 (8a)

rt = 2φt/ sinφt. (8b)

Çäåñü φ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò âî âðåìåíè îò çíà÷åíèÿ φ0 = 0 äî

φ∞ = π Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàðàìåòðà φ ëèíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè ìîæåò

áûòü çàïèñàíà ÿâíî,ò.å.

zc(t) = 2− 2φt cotφt + 2iφt (9)

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè õîäèò â áåñêîíå÷íîñòü,

îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ ôèêñèðîâàííîãî ðàññòîÿíèÿ îò äåéñòâè-

òåëüíîé îñè, ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå å¼ ìíèìîé ÷àñòè çàìåòíî çà-

ìåäëÿåòñÿ. Â ñëåäóþùåì ñëó÷àå óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò

îò âðåìåíè êàê ôóíêöèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
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Ðèñ. 2

ôóíêöèè âèäà

ξ(t) = C(1− t)β, β = 1/2 (10a)

ëèáî âèäà

ξ(t) = Ctβ, β = 1/2 (10b)

Ýòîò ñëó÷àé ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì âàðèàíòå

óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè êîíå÷íîì çíà-

÷åíèè âðåìåíè, âî âòîðîì âàðèàíòå óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò

ñèíãóëÿðíîñòü ïðè áåñêîíå÷íîì çíà÷åíèè âðåìåíè.

Ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè âðåìåíè èìååò ìåñòî

ξ(t) = 2[k(1− t)]1/2, t 6 1, k > 0 (11)

Ïðè áåñêîíå÷íîì çíà÷åíèè âðåìåíè, óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó

ξ(t) = 2[ kt ]1/2, k > 0 (12)
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Äëÿ k = 0 ýòà ëèíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà âåùåñòâåííîé îñè, îäíàêî

ïðè k −→∞ ýòîò óãîë ñòàíîâèòñÿ âñ¼ ìåíüøå è ìåíüøå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè âèäà (11) ñ ñèíãó-

ëÿðíîñòüþ ïðè êîíå÷íîì âðåìåíè áûëè âûÿâëåíû ñëåäóþùèå ðå-

çóëüòàòû. Ïðè k < 4 êðèâàÿ ñèíãóëÿðíîñòè çàêðó÷èâàåòñÿ â ñïè-

ðàëü ê íåêîòîðîé òî÷êå. Â ñëó÷àå ïðè k > 4 êðèâàÿ ñèíãóëÿðíî-

ñòè êàñàåòñÿ âåùåñòâåííîé îñè ïîä íåêîòîðûì óãëîì. Ïðè k = 4

ëèíèÿ êàñàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðè k = 4.5 ëèíèÿ ïåðïåíäè-

êóëÿðíà åé.

Ðèñ. 3

9



Ðèñ. 4

Òàê æå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìíîãîçíà÷íîãî óïðàâëåíèÿ -

ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà

dgt
dt

=

∫
2

gt − x
dµt(x) (13)

ãäå µt - ýòî ìåðà íà âåùåñòâåííîé îñè, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü

îò âðåìåíè. Çäåñü ìû áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó µt íåçàâèñèìîé îò

âðåìåíè è ïðèñâîèì ìàññó pj çíà÷åíèÿì ξj òàêèì, ÷òî
∑

j pj = 1.

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ g ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

dg

dt
=
∑
j

2pj
g − ξj

(14)

Óðàâíåíèÿ òèïà (14) îáû÷íî ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ. Âîçüìåì êîí-

êðåòíûé ñëó÷àé, êîãäà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ξ = ±1, ÷òî ïðèíè-

10



ìàåòñÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Òîãäà óðàâíåíèå (60) ïðèìåò âèä

dg

dt
=

2g

g2 − 1
(15)

êîòîðûé çàòåì èíòåãðèðóåòñÿ è ïîëó÷àåì

g2/2− ln g = 2t + z2/2− ln z. (16)

Ïðàâàÿ òðàåêòîðèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

zc+(t)
2 − 2 ln zc+(t) = 1− 4t (17)

Ðèñ. 5

Ìû âèäèì, ÷òî, êîãäà òðàåêòîðèè äâèæóòñÿ ââåðõ, îíè òàêæå

ñáëèæàþòñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.

Îäíîé èç öåëåé ìîåé ðàáîòû ÿâëÿëîñü ñîçäàíèå ïðîãðàììû, ñïî-

ñîáíîé ïî çàäàííîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè ïîñòðîèòü ëèíèþ ñèí-
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ãóëÿðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàòü ïîâåäåíèå ëèíèè ñèíãóëÿðíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ

óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ôàêòè÷åñêè, óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ìî-

æåò áûòü è òàêîâîé, ÷òî ïîëó÷åííàÿ γ(t) ìîæåò è âîâñå íå áûòü

êðèâîé. Îäíàêî äëÿ íàøåé çàäà÷è ìû îãðàíè÷èì íàøå âíèìàíèå

äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà γ(t) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî êðèâîé.
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Çàêëþ÷åíèå.

1. Â äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòå áûëî èññëåäîâàíî õîðäîâîå óðàâ-

íåíèå Ë¼âíåðà. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âëè-

ÿíèÿ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà.

2. Áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ëèíèè ñèíãóëÿðíîñòè. Òàê, áû-

ëè ïåðå÷èñëåíû íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ, à òàêæå íàèáîëåå

èíòåðåñíûå ïðèìåðû óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

3. Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü àëãîðèòì, ðàññìîòðåííûé â ïîñëåä-

íåé ãëàâå ðàáîòû. Ñ ïîìîùüþ èçó÷åííîãî àëãîðèòìà áûëà ñîçäà-

íà íåáîëüøàÿ ïðîãðàììà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî âèçóàëèçè-

ðîâàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ë¼âíåðà.
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