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Введение Â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ ïîñòîÿííî ïðèõîäèòñÿ èìåòü

äåëî ñ ïðèáëèæåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ôóíêöèé. Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ

äëÿ çàäà÷ èíòåðïîëÿöèè â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñïëàéíû. Ê äîñòî-

èíñòâàì ìîæíî îòíåñòè èõ ïðåêðàñíûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà, óíè-

âåðñàëüíîñòü è ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè.

Â 1946 ãîäó Èñààê Øåíáåðã âïåðâûå óïîòðåáèë òåðìèí "ñïëàéí" â êà÷å-

ñòâå îáîçíà÷åíèÿ êëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ.

Äî 1960 ãîäîâ ñïëàéíû áûëè â îñíîâíîì èíñòðóìåíòîì òåîðåòè÷åñêèõ

èññëåäîâàíèé, îíè ÷àñòî ïîÿâëÿëèñü â êà÷åñòâå ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ýêñòðå-

ìàëüíûõ è âàðèàöèîííûõ çàäà÷, îñîáåííî â òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Ïîñëå 1960 ãîäà ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè íà÷àëîñü èñïîëü-

çîâàíèå ñïëàéíîâ â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå è ìîäåëèðîâàíèè.

Ñïëàéíû èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ êàê â ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-

ðèè, òàê è â ðàçíîîáðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè,

ñïëàéíû äâóõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé â ðàç-

ëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàñìîòðåíû èíòåðïîëÿöèîííûå êóáè÷åñêèå ñïëàéíû îä-

íîé è äâóõ ïåðåìåííûõ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïîâ I-IV, àëãîðèòìû ïîñòðî-

åíèÿ ÷åðåç ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå è îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé îäíîé

è äâóõ ïåðåìåííûõ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

- ââåñòè îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ñïëàéíà îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ;

- ðàññìîòðåòü àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ÷åðåç

ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïîâ I-IV;

- äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷å-

ñêîãî ñïëàéíà îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ;

- îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ

ñ ïîìîùüþ ñïëàéíîâ;

- ðàññìîòðåòü ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé íà ðàâíî-

ìåðíîé è íåðàâíîìåðíîé ñåòêàõ;
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- ñðàâíèòü ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèé ñïëàéíàìè ñ ðàçíûìè òèïàìè êðà-

åâûõ óñëîâèé è ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç 5 ãëàâ.

Â 1 ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñïëàé-

íàìè îäíîé ïåðåìåííîé, ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíîâ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ ÷åðåç ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òè-

ïîâ I-IV, äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñïëàéíà îäíîé

ïåðåìåííîé.

Âî 2 ãëàâå ïðèâåäåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè îä-

íîé ïåðåìåííîé.

Â 3 ãëàâå ðàññìîòðåíû ñïëàéíû äâóõ ïåðåìåííûõ: àëãîðèòìû ïîñòðîå-

íèÿ ÷åðåç ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïîâ I-IV,

äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

Â 4 ãëàâå ïðèâåäåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè äâóõ

ïåðåìåííûõ.

Â 5 ãëàâå îïèñàíû ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé îäíîé

è äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêèé ñïëàéíîâ íà ðàâíîìåðíîé è íåðàâ-

íîìåðíîé ñåòêàõ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ðàçáèåíèé. Â ïðèìåðàõ ïðîâåäåíî ñðàâ-

íåíèå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèé ñïëàéíàìè, ïðåäñòàâëåííûìè ÷åðåç ïåðâóþ

è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ñ ðàçíûìè òèïàìè êðàåâûõ óñëîâèé.

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëÿþùèõ ñïëàéíû, âûïîëíåíà íà C++, âè-

çóàëèçàöèÿ � íà Python. Ëèñòèíãè êîäà ïðåäñòàâëåíû â ïðèëîæåíèÿõ À, Á.

Основное содержание работы Ïóñòü íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] çàäàíî ðàçáèåíèå

∆ : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑏. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐶𝑘 = 𝐶𝑘[𝑎, 𝑏], ãäå

𝑘 > 0, 𝑘 ∈ Z, ìíîæåñòâî 𝑘 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [𝑎, 𝑏] ôóíê-

öèé, à ÷åðåç 𝐶−1[𝑎, 𝑏] � ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ òî÷êàìè

ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Определение 1. Ôóíêöèÿ 𝑆𝑛,𝑣(𝑥) íàçûâàåòñÿ ñïëàéíîì ñòåïåíè 𝑛 äåôåêòà 𝑣

(𝑣 ∈ Z, 0 6 𝑣 6 𝑛 + 1) ñ óçëàìè íà ñåòêå ∆, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

à) 𝑆𝑛,𝑣(𝑥) =
𝑛∑︁

𝛼=0

𝑎𝑖𝛼(𝑥− 𝑥𝑖)
𝛼 äëÿ 𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1], 𝑖 = 0, 𝑁 − 1; (1)

á) 𝑆𝑛,𝑣(𝑥) ∈ 𝐶𝑛−𝑣[𝑎, 𝑏].
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Определение 4. Ïóñòü íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] çàäàíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíê-

öèè 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 𝑁 â óçëàõ ñåòêè ∆ : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑏.

Èíòåðïîëÿöèîííûì êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì äåôåêòà 1 íàçûâàåòñÿ ñïëàéí,

𝑆3,1(𝑓 ;𝑥) ≡ 𝑆(𝑓 ;𝑥), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

𝑆(𝑓 ;𝑥𝑖) = 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, 𝑁. (1.1)

Определение 5. Äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ, êîòîðûå çàäàþòñÿ â âèäå

îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ñïëàéíà è åãî ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà

[𝑎, 𝑏] (èëè âáëèçè êîíöîâ), íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âèäîâ êðàåâûõ óñëîâèé, èç êîòîðûõ

íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû:

I. 𝑆 ′(𝑓 ; 𝑎) = 𝑓 ′(𝑎), 𝑆 ′(𝑓 ; 𝑏) = 𝑓 ′(𝑏).

II. 𝑆 ′′(𝑓 ; 𝑎) = 𝑓 ′′(𝑎), 𝑆 ′′(𝑓 ; 𝑏) = 𝑓 ′′(𝑏).

III. 𝑆(𝑟)(𝑓 ; 𝑎) = 𝑆(𝑟)(𝑓 ; 𝑏), 𝑟 = 1, 2.

IV. 𝑆 ′′′(𝑓 ;𝑥𝑝 + 0) = 𝑆 ′′′(𝑓 ;𝑥𝑝 − 0), 𝑝 = 1, 𝑁 − 1.

Êóáè÷åñêèé ñïëàéí 𝑆(𝑓 ;𝑥) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç åãî ïåðâóþ ïðîèç-

âîäíóþ 𝑚𝑖 = 𝑆 ′(𝑓 ;𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 𝑁 è ðàññìàòðèâàòü êàê ýðìèòîâ êóáè÷åñêèõ

ñïëàéí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (1.1):

𝑆(𝑓 ;𝑥) = 𝑓𝑖(1−𝑡)2(1+2𝑡)+𝑓𝑖+1𝑡
2(3−2𝑡)+𝑚𝑖ℎ𝑖𝑡(1−𝑡)2−𝑚𝑖+1ℎ𝑖𝑡

2(1−𝑡), (1.3)

ãäå 𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1], ℎ𝑖 = 𝑥𝑖+1−𝑥𝑖, 𝑡 =
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ𝑖

.

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ 𝑚𝑖, â çàâèñèìîñòè îò òèïà êðàåâûõ óñëîâèé

ïðèâåäåíî â ðàáîòå.

Теорема 2. Èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí 𝑆(𝑥), óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì (1.1) è îäíîìó èç òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé I�IV, ñóùóñòâóåò è åäèí-

ñòâåíåí. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â ðàáîòå.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå óäîáíûì ïðåäñòàâëåíèåì êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå åãî ÷åðåç âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ𝑀𝑖 = 𝑆 ′′(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 𝑁 ,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

𝑆(𝑥) = 𝑓𝑖(1 − 𝑡) + 𝑓𝑖+1𝑡−
ℎ2
𝑖

6
𝑡(1 − 𝑡) [(2 − 𝑡)𝑀𝑖 + (1 + 𝑡)𝑀𝑖+1] , (1.10)
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ãäå 𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1], ℎ𝑖 = 𝑥𝑖+1−𝑥𝑖, 𝑡 =
𝑥− 𝑥𝑖
ℎ𝑖

.

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ 𝑀𝑖, â çàâèñèìîñòè îò òèïà êðàåâûõ óñëîâèé

ïðèâåäåíî â ðàáîòå.

Ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòè äëÿ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ äåôåêòà 1 ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó, òðóäíîñòè êîòîðîé ñâÿçàíû ñ íåÿâíûì çàäà-

íèåì ñïëàéíîâ.

Ïóñòü 𝑆(𝑥) � èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

(1.1). Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) � ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî äëÿ 𝑆(𝑥) èñïîëüçóåì êðàå-

âûå óñëîâèÿ òèïà III. Ïðè èíòåðïîëÿöèè íåïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç 𝐶[𝑎, 𝑏]

áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíûé àíàëîã êðàåâûõ óñëîâèé òèïà I:

𝑆 ′(𝑥0) =
𝑓1 − 𝑓0

ℎ0
, 𝑆 ′(𝑥𝑁) =

𝑓𝑁 − 𝑓𝑁−1

ℎ𝑁−1
. (2.1)

Ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] íà ñåòêå ∆ : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑏 áóäåì

õàðàêòåðèçîâàòü åå êîëåáàíèåì íà îòðåçêàõ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1]:

𝜔𝑖(𝑓) = max
𝑥′,𝑥′′∈[𝑥𝑖,𝑥𝑖+1]

| 𝑓(𝑥′′) − 𝑓(𝑥′) |.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝜔(𝑓) = max
06𝑖6𝑁−1

𝜔𝑖(𝑓), 𝛽 =
ℎ

ℎ
=

max
𝑖

ℎ𝑖

min
𝑖

ℎ𝑖
.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè.

Теорема 3. Åñëè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] è 𝑆(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (2.1)

èëè óñëîâèÿì òèïà III, òî

‖𝑆(𝑥) − 𝑓(𝑥) ‖𝐶 6

(︂
1 +

3

4
𝛽

)︂
𝜔(𝑓). (2.2)

Îñîáåííîñòüþ äàííîé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè 𝜔(𝑓)

îò îòíîøåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî øàãîâ ñåòêè.

Ïóñòü𝑊 𝑘
𝑝 [𝑎, 𝑏] � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ íà [𝑎, 𝑏] àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ (𝑘−1) ïîðÿäêà è ïðîèçâîäíóþ 𝑘 ïîðÿäêà íà ïðîñòðàí-

ñòâå 𝐿𝑝 [𝑎, 𝑏].

Теорема 5. Åñëè 𝑓(𝑥) ∈ 𝑊 1
∞[𝑎, 𝑏] è 𝑆(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

(2.1) èëè óñëîâèÿì òèïà III, òî
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‖𝑆(𝑥) − 𝑓(𝑥) ‖𝐶 6
5

4
ℎ ‖ 𝑓 ′(𝑥) ‖∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ïðèâåäåíî â ðàáîòå.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè êóáè÷åñêèì

ñïëàéíîì 𝑆(𝑥): îöåíêè, ïîëó÷åííûå äëÿ âåëè÷èí |𝑚𝑖− 𝑓 ′
𝑖 |, |𝑀𝑖− 𝑓 ′′

𝑖 | â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, ê êàêîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥). Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèå ëåììû.

Лемма 1. Åñëè 𝑆(𝑥) èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì

óñëîâèÿì òèïîâ I,II,III, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|𝑚𝑖 − 𝑓 ′
𝑖 | 6 𝑞, ∀𝑖 = 0, 𝑁, (2.14)

𝑞 = 3𝜔(𝑓 ′), åñëè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶1[𝑎, 𝑏]; 𝑞 =
2

3
ℎ𝜔(𝑓 ′′), åñëè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏].

Лемма 2. Åñëè 𝑆(𝑥) èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏] è óäîâëåòâî-

ðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì îäíîãî èç òèïîâ I,II,III, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

îöåíêè:
|𝑀𝑖 − 𝑓 ′′

𝑖 | 6 3𝜔(𝑓 ′′), ∀𝑖 = 0, 𝑁. (2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì ïðèâåäåíî â ðàáîòå.

Ðàññìîòðèì ñïëàéíû äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü â îáëàñòè Ω = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]

ââåäåíà ñåòêà ∆ = ∆𝑥 × ∆𝑦, ãäå ∆𝑥 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑏,

∆𝑦 : 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < . . . < 𝑦𝑀 = 𝑑, íà êîòîðîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü êóáè-

÷åñêèå ñïëàéíû äåôåêòà 1 îò äâóõ ïåðåìåííûõ (êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàñ-

ñó 𝐶2,2[Ω]). Â ÿ÷åéêå Ω𝑖,𝑗 = [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1] × [𝑦𝑗, 𝑦𝑗+1] îíè èìååþò ñëåäóþùèé âèä:

𝑆(𝑥, 𝑦) =
3∑︁

𝛼=0

3∑︁
𝛽=0

𝑎𝑖𝑗𝛼𝛽(𝑥− 𝑥𝑖)
𝛼(𝑦 − 𝑦𝑗)

𝛽, 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0,𝑀. (3.1)

Определение 7. Ïóñòü â óçëàõ ñåòêè ∆ çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓𝑖𝑗. Èí-

òåðïîëÿöèîííûì êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ñïëàéí,

ïðèíèìàþùèé íà ñåòêå ∆ çíà÷åíèÿ:

𝑆(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = 𝑓𝑖𝑗, 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0,𝑀. (3.2)

Теорема 6. Èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑆(𝑥, 𝑦),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (3.2) è îäíîìó èç òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé I�IV,

ñóùóñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â ðàáîòå.
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Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ÷åðåç ïåðâóþ ïðî-

èçâîäíóþ. Äëÿ óäîáñòâà â ðàáîòå ñ äàííûìè, ïîñòðîèì òàáëèöó (3.1).

Ïåðâûé øàã. Ïîñòðîèì êóáè÷åñêèå ñïëàéíû 𝑆(𝑥, 𝑦𝑗), 𝑗 = 0,𝑀 , ïî ïåðå-

ìåííîé 𝑥, ïî ñòðîêàì òàáëèöû (3.1), âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå (åñëè îíè èìåþòñÿ),

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè èç ãðàíè÷íûõ ñòîëáöîâ. Çàòåì ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ

ñèñòåì óðàâíåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ çàâèñèò îò âèäà êðàåâûõ óñëîâèé: (𝑀+3) �

äëÿ òèïîâ I è II; 𝑀, (𝑀 + 1) � äëÿ òèïîâ III, IV ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëü-

òàòå íàéäåì çíà÷åíèÿ 𝑚
(1,0)
𝑖𝑗 = 𝐷(1,0) 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), ãäå (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ ∆. Çàïèøåì èõ â

òàáëèöó (3.2), àíàëîãè÷íóþ òàáëèöå (3.1).

Âòîðîé øàã. Ïîñòðîèì êóáè÷åñêèå ñïëàéíû 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦), 𝑖 = 0, 𝑁 ïî ïåðå-

ìåííîé 𝑦, ïî ñòîëáöàì òàáëèöû (3.2). Ýòî áóäóò, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî 𝑥,

𝐷(1,0) 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦), èñêîìîãî ñïëàéíà íà ëèíèÿõ 𝑥 = 𝑥𝑖. Íà ýòîì øàãå ðåøàåò-

ñÿ (𝑁 + 1) îäíîìåðíàÿ çàäà÷à â íåïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå è 𝑁 çàäà÷à â ïå-

ðèîäè÷åñêîì. Çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ ñïëàéíîâ 𝐷(0,1) 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦) â óçëàõ ñåò-

êè ∆ ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èñêîìîãî ñïëàéíà íà ñåòêå,

𝑚
(1,1)
𝑖𝑗 = 𝐷(1,1) 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦𝑗).

Òðåòèé øàã. Ïî äàííûì òàáëèöû (3.1) ïîñòðîèì ñïëàéíû 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦), 𝑖 = 0, 𝑁 .

×èñëî ðåøàåìûõ çàäà÷ � òàêîå æå, êàê íà âòîðîì øàãå. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì

çíà÷åíèÿ 𝑚
(0,1)
𝑖𝑗 = 𝐷(0,1) 𝑆(𝑥𝑖, 𝑦𝑗).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí 𝑓𝑖𝑗, 𝑚
(1,0)
𝑖𝑗 , 𝑚

(0,1)
𝑖𝑗 , 𝑚

(1,1)
𝑖𝑗 â óç-

ëàõ ñåòêè ∆, êîòîðûå îïðåäåëÿþò íåêîòîðûé ñïëàéí äâóõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò

ñïëàéí ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (3.2) è

çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì.

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèì âàðèàíòîì äàííîãî àëãîðèòìà, ïîìåíÿâ

ðîëÿìè ïåðåìåííûå 𝑥 è 𝑦.

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ 𝑚𝑖 è ñàìîãî ñïëàéíà, â çàâèñèìîñòè îò òèïà

êðàåâûõ óñëîâèé ïðèâåäåíî â ðàáîòå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì, â êîòîðîì êóáè÷åñêèé

ñïëàéí ïðåäñòàâèì ÷åðåç âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

Â îáëàñòè Ω = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ââåäåì ñåòêó ∆ = ∆𝑥 × ∆𝑦, ãäå ∆𝑥 : 𝑎 = 𝑥0 <

𝑥1 < . . . < 𝑥𝑁 = 𝑏, ∆𝑦 : 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < . . . < 𝑦𝑀 = 𝑑. Ïóñòü â óçëàõ (𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

çàäàíû çíà÷åíèÿ 𝐷𝑟,𝑠 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 𝑓
(𝑟,𝑠)
𝑖𝑗 , 𝑟, 𝑠 = 0, 1; 𝑖 = 0, 𝑁 ; 𝑗 = 0,𝑀 .
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Определение 9. Èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí 𝑆3[𝑓(𝑥, 𝑦);𝑥] íàçûâàåòñÿ ÷à-

ñòè÷íûì, åñëè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýðìèòîâ êóáè÷åñêèé ñïëàéí äëÿ ôóíê-

öèè 𝑓(𝑥, 𝑦) íà ñåòêå ∆𝑥, ãäå 𝑦 èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà. Äàííûé ñïëàéí ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

𝑆3[𝑓(𝑥, 𝑦);𝑥] =
3∑︁

𝛼=0

𝑎𝛼(𝑦)(𝑥− 𝑥𝑖)
𝛼, 𝑥 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1]. (4.4)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé ñïëàéí 𝑆3[𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑦].

Èñïîëüçóÿ ñïëàéíû 𝑆3[𝑓(𝑥, 𝑦);𝑥], 𝑆3[𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑦], ïîëó÷èì îöåíêè ïîãðåø-

íîñòè èíòåðïîëÿöèè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè äâóõ ïåðåìåííûõ:

𝑆(𝑓 ;𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) = {𝑆[𝑇2(𝑥, 𝑦); 𝑦] − 𝑇2(𝑥, 𝑦)} + 𝑇1(𝑥, 𝑦) + 𝑇2(𝑥, 𝑦),

𝑆(𝑓 ;𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) = {𝑆[𝑇1(𝑥, 𝑦);𝑥] − 𝑇1(𝑥, 𝑦)} + 𝑇1(𝑥, 𝑦) + 𝑇2(𝑥, 𝑦),

ãäå 𝑇1(𝑥, 𝑦) = 𝑆[𝑓(𝑥, 𝑦); 𝑦]−𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑇2(𝑥, 𝑦) = 𝑆[𝑓(𝑥, 𝑦);𝑥]−𝑓(𝑥, 𝑦).

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû, îïèñàííûå 1 è 3 ãëàâàõ, ïîñòðîèì êóáè÷åñêèå

ñïëàéíû îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ñïëàéíîâ ÷å-

ðåç ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé òèïîâ I�IV. Îïèñàí-

íûå àëãîðèòìû ïðåäóñìàòðèâàþò ïîñòðîåíèå ñïëàéíà êàê íà ðàâíîìåðíîé,

òàê è íåðàâíîìåðíîé ñåòêå, êîòîðóþ ìîæíî èíèöèàëèçèðîâàòü äâóìÿ ñïîñî-

áàìè: èíèöèàëèçàöèÿ ñåòêè è ÷èñëà åå ðàçáèåíèé â êîäå ïðîåêòà è ñ÷èòûâàíèå

äàííûõ èç ôàéëà.

Ðàññìîòðèì èíòåðïîëèðîâàíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðå-

ìåííûõ ïðè ïîìîùè ñïëàéíîâ è ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé

ïîãðåøíîñòè ñðåäè ñïëàéíîâ ñ ðàçëè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Òàêæå ïðî-

àíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ðàçáèåíèé ñåòêè è òî÷íîñòüþ

èíòåðïîëÿöèè íà ðàâíîìåðíîé è íåðàâíîìåðíîé ñåòêàõ.

Заключение Â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû èíòåðïîëÿöèîííûå êóáè-

÷åñêèå ñïëàéíû îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ. Áûëè ââåäåíû íåîáõîäèìûå îïðå-

äåëåíèÿ, äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ðàñ-

ñìîòðåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíîâ è îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Â ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè áûëè ðàññìîòðåíû ñïëàéíû îäíîé è äâóõ ïåðå-

ìåííûõ, ïðåäñòàâëåííûå ÷åðåç ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå, ñ êðàåâûìè
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óñëîâèÿìè òèïîâ I-IV íà ðàâíîìåðíîé è íåðàâíîìåðíîé ñåòêàõ, èñïîëüçóÿ

àëãîðèòìû, îïèñàííûå 1 è 3 ãëàâàõ.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû, îïèñàííûå â ãëàâå 1, áûëî ðåàëèçîâàíî ïîñòðîåíèå

ñïëàéíà îäíîé ïåðåìåííîé. Èñõîäíûé êîä ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè À.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû, îïèñàííûå â ãëàâå 3, áûëî ðåàëèçîâàíî ïîñòðîåíèå

ñïëàéíà äâóõ ïåðåìåííûõ. Èñõîäíûé êîä ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè Á.

Íà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðàõ áûëî ðàññìîòðåíî èíòåðïîëèðîâàíèå íåêîòî-

ðûõ ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîìîùè ñïëàéíîâ è ïðîâåäå-

íî ñðàâíåíèå ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòè ñðåäè ñïëàéíîâ ñ ðàçíû-

ìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Òàêæå áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü ìåæäó

êîëè÷åñòâîì ðàçáèåíèé ñåòêè è òî÷íîñòüþ èíòåðïîëÿöèè íà ðàâíîìåðíîé è

íåðàâíîìåðíîé ñåòêàõ.
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