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Ââåäåíèå. Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è

íà ðàçíûõ ýòàïàõ åå èçó÷åíèÿ ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ êðèâûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà,

èëè êóáèêàìè. Íàïîìíèì, ÷òî êóáèêà � ýòî ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ

3-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê (ïðîåêòèâíîé, àôôèííîé èëè åâêëè-

äîâîé) ïëîñêîñòè, îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ (îòíîñèòåëüíî ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðîåêòèâíîé, àôôèííîé èëè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò) óäî-

âëåòâîðÿþò àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ òðåòüåé ñòåïåíè [1,2].

Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ íà÷àëîñü íå îäíî ñòîëåòèå íàçàä. Ñíà÷à-

ëà äðåâíèìè ìàòåìàòèêàìè áûëè èçó÷åíû ïðîñòûå ëèíèè, òàêèå, êàê ïðÿìûå

è îêðóæíîñòè, çàòåì áûëè èññëåäîâàíû áîëåå ñëîæíûå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿä-

êà, íàçâàííûå êîíè÷åñêèìè ñå÷åíèÿìè, ñâåäåíèÿ î íèõ âïåðâûå ñèñòåìàòèçè-

ðîâàë Àïîëëîíèé Ïåðãñêèé (262 - 190 ã. äî í.ý.) [3]. Ñ ðàçâèòèåì àíàëèòè÷å-

ñêîãî ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ Äåêàðòîì, XVI �XVII

ââ., ó ìàòåìàòèêîâ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ëèíèè áîëåå âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ, íàïðèìåð, êóáè÷åñêèå êðèâûå. Íà ýòîì ýòàïå íà÷èíàåòñÿ àêòèâíîå

ðàçâèòèå òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ [4,5]. Ìíîãèå èññëåäîâàííûå çàìå-

÷àòåëüíûå êðèâûå íàøëè ñâîå ïðèìåíåíèå â ôèçèêå è òåõíèêå, â èñòîðèè

ìàòåìàòèêè ñ íèìè ñâÿçàíû âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå îòêðûòèÿ.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ôè-

çèêå, òåõíèêå è àðõèòåêòóðå (ñì., íàïðèìåð, [1,2,5,6]); îñîáîãî âèäà àëãåá-

ðàè÷åñêèå êðèâûå òðåòüåãî ïîðÿäêà, íàçûâàåìûå ýëëèïòè÷åñêèìè, àêòèâíî

ïðèìåíÿþòñÿ â êðèïòîãðàôèè. Èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ðàçâèâà-

åò ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå, óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñ

ïðàêòèêîé, ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîâûñèòü

èíòåðåñ ê ãåîìåòðèè, à òàêæå ñîçäàåò ñîäåðæàòåëüíóþ îñíîâó äëÿ äàëüíåé-

øåãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è äðóãèõ íàóê. Â ñâÿçè ñ ýòèì çíàêîìñòâî

êàê ñ îáùèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ êðèâûõ, òàê è ñ îòäåëüíûìè êðèâûìè

è èõ ñâîéñòâàìè âûçûâàåò îñîáûé èíòåðåñ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îáùèõ ñâåäåíèé î êðèâûõ

òðåòüåãî ïîðÿäêà, à òàêæå îïèñàíèå ÷àñòíûõ è óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäîâ ïî-

ñòðîåíèÿ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñ óçëîâîé òî÷êîé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè

áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èñòîðèåé ðàçâèòèÿ òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
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2. Èçó÷èòü è èçëîæèòü îáùèå ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ òðåòüåãî

ïîðÿäêà.

3. Ðàññìîòðåòü íåêîòîðûå çàìå÷àòåëüíûå êðèâûå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ óçëî-

âîé òî÷êîé (òàêèå êðèâûå áóäåì íàçûâàòü êðóíîäàëüíûìè êóáèêàìè).

4. Îïèñàòü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðûõ çàìå÷à-

òåëüíûõ êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ óçëîâîé òî÷êîé.

5. Èçëîæèòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðóíîäàëüíûõ êóáèê,

ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [7].

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ îñíîâíûõ ðàçäå-

ëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ñîäåðæàùåãî 20 íà-

èìåíîâàíèé.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû èñòîðè÷åñêèå ôàêòû èñòîðèè ðàçâèòèÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, à òàêæå îáùèå ñâîéñòâà êðèâûõ 3-ãî ïîðÿäêà. Âî

âòîðîì ðàçäåëå îïèñàíû ñâîéñòâà Äåêàðòîâà ëèñòà è ñòðîôîèäû, à òàêæå

÷àñòíûå ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ. Äàëåå îïèñàí óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðî-

åíèÿ êðóíîäàëüíûõ êóáèê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, è ïðåäëîæåíà åãî àäàï-

òàöèÿ íà ïëîñêîñòè åâêëèäîâîé â ñëó÷àå, êîãäà óçëîâàÿ òî÷êà êóáèêè ÿâëÿ-

åòñÿ ñîáñòâåííîé òî÷êîé ïëîñêîñòè.

Â ï. 2.5 ïðåäñòàâëåíî îðèãèíàëüíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå èññëåäîâàíèå àâòîðà.

Ïîëó÷åíî îáùåå óðàâíåíèå Ãåññèàíû êðóíîäàëüíîé êóáèêè íà ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè, îïðåäåëåíî åå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, è âûïîëíåíî ïîñòðîåíèå

óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû GeoGebra.

Ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ïðîöåññå ðàáîòû ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ëèòåðàòóðîé

[1-20] ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ è ñèñòåìàòèçèðîâàëè ìàòåðèàë, îòíîñÿéùèéñÿ

ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ êðó-

íîäàëüíûõ êóáèê íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè è ïîñòðîåíèå èçîáðàæåíèé îïè-

ñàííûõ êðèâûõ ïðîâåäåíî ñàìîñòîÿòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû GeoGebra.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. 1. Îáùèå ñâåäåíèÿ î êðèâûõ òðå-

òüåãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûå
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ôàêòû î êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïåðâûé ïóíêò ðàçäåëà ïîñâÿòèì èñòîðè-

÷åñêîìó îáçîðó ðàçâèòèÿ ó÷åíèÿ î êðèâûõ. Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ïëîñêèõ

êðèâûõ. Îïðåäåëåíèå ñàìîé ëèíèè ñëîæèëîñü â ñîçíàíèè ÷åëîâåêà â ïåð-

âîáûòíûå âðåìåíà. Íåîäíîêðàòíî íàáëþäàåìûå íàøèìè ïðåäêàìè ÿâëåíèÿ

ïðèðîäû, òàêèå êàê òðàåêòîðèÿ áðîøåííîãî êàìíÿ, ñòðóÿ âîäû, ëó÷è ñâåòà,

êîíòóð öâåòîâ, ëèñòüÿ ðàñòåíèé, à òàêæå èçâèëèñòàÿ ëèíèÿ áåðåãà ðåêè èëè

ìîðÿ, ïîñëóæèëè áàçèñîì äëÿ ïîñòåïåííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîíÿòèÿ ëèíèè.

Âñå æå ïîíàäîáèëñÿ çíà÷èòåëüíûé èñòîðè÷åñêèé ïåðèîä, ïðåæäå ÷åì ëþ-

äè íà÷àëè ñîîòíîñèòü ìåæäó ñîáîé ôîðìû êðèâûõ ëèíèé è ðàçëè÷àòü êðèâûå

ìåæäó ñîáîé. Ðèñóíêè ïåðâîáûòíûõ ëþäåé íà ñòåíàõ ïåùåð, ïåðâîáûòíûå

Ãðå÷åñêèå ó÷åíûå ñîçäàëè òåîðèþ êîíèê (êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé) � ëèíèé,

êîòîðûå èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå â íàóêå è òåõíèêå.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñîáûòèé â èñòîðèè ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå

êíèãè ¾Ãåîìåòðèÿ¿ Ð. Äåêàðòà (1637 ã.), â íåé áûëè èçëîæåíû îñíîâû ìåòîäà

êîîðäèíàò.

Â XIX â. ðàçâèâàþòñÿ íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà.

Ê ïðåäñòàâëåíèþ î íàòóðàëüíîì óðàâíåíèè êðèâîé ïðèâåëî äðóãîå íà-

ïðàâëåíèå. Òàêîå óðàâíåíèå óæå íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò

è îò âèäà ñèñòåìû êîîðäèíàò; êîíêðåòíåå ãîâîðÿ, îíî âîîáùå íå ïðåäïîëàãàåò

íàëè÷èÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íàòóðàëüíîå óðàâíåíèå ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçû-

âàåò ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé è äëèíó å¼ äóãè, ò. å. ýëåìåíòû, îðãàíè÷åñêè

ñâÿçàííûå ñ ñàìîé ïðèðîäîé èññëåäóåìîé ëèíèè. Äîêàçàíî, ÷òî íàòóðàëüíîå

óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò êðèâóþ ñ òî÷íîñòüþ äî åå ðàñïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè.

Ïëîäîòâîðíóþ èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíîãî àïïàðàòà ïðè èññëåäîâà-

íèè êðèâûõ ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ãðàññìàíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå

ñëîæíûå ôîðìû êðèâûõ èññëåäóþò ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêîãî ìåòîäà.

Ôîðìóëû Ïëþêêåðà. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ: Kn� êðèâàÿ n-òî ïîðÿä-

êà; Km� êðèâàÿ m-òî êëàññà; Km
n � êðèâàÿ n-ãî ïîðÿäêà è m-òî êëàññà.
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Äëÿ íåâûðîæäåííûõ êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà Ïëþêêåð îïðåäåëèë ñëå-

äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

k = n(n− 1)− 2d− 3r,

3(k − n)− ω − r,
(n− 1)(n− 2)

2
− d− r =

(k − 1)(k − 2)

2
− t− ω,

ω = 3n(n− 2)− 6d− 8r,


(1)

ãäå k � êëàññ êðèâîé (÷èñëî êàñàòåëüíûõ, êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè ê êðèâîé

èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ çà åå ïðåäåëàìè), n � åå ïîðÿäîê, r � êîëè÷åñòâî

òî÷åê âîçâðàòà, d � êîëè÷åñòâî äðóãèõ äâîéíûõ òî÷åê, ω � êîëè÷åñòâî òî÷åê

ïåðåãèáà, t � êîëè÷åñòâî äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ, p � ðîä êðèâîé (ðàçíîñòü

ìåæäó íàèáîëüøèì âîçìîæíûì è íàñòîÿùèì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê).

Òî÷êè ïåðåãèáà è êðàòíûå òî÷êè. Êðàòíîé òî÷êîé ïëîñêîé êðèâîé

F (x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà, â êîòîðîé îáðàùàþòñÿ â 0 ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî è õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ (n+1)-ãî ïîðÿäêà íå ðàâíà 0. Íàïðèìåð, åñëè F (x0, y0) = 0, F ′x(x0, y0) =

0, F ′y(x0, y0) = 0, íî èç ïðîèçâîäíûõ F ′′xx(x0, y0), F
′′
x y(x0, y0), F

′′
y y(x0, y0) õîòÿ

áû îäíà íå ðàâíà 0, òî êðàòíàÿ òî÷êà M(x0, y0) íàçûâàåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé;

åñëè æå â òî÷êå (x0, y0) ðàâíû íóëþ ïåðâûå è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

è íå ðàâíà íóëþ õîòÿ áû îäíà èç òðåõ ïðîèçâîäíûõ, òî êðàòíàÿ òî÷êà íàçû-

âàåòñÿ òðîéíîé òî÷êîé è ò. ä.

Òî÷êà ïåðåãèáà � òî÷êà ïëîñêîé êðèâîé, â êîòîðîé å¼ îðèåíòèðîâàííàÿ

êðèâèçíà ìåíÿåò çíàê. Òî÷êà ïåðåãèáà ðåãóëÿðíîé êðèâîé � ýòî òàêàÿ òî÷êà

ýòîé êðèâîé, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé èìååò ñ íåé ñîïðèêîñíîâåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà è ðàçáèâàåò êðèâóþ, òî åñòü òî÷êè êðèâîé, ëåæàùèå â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé òî÷êè, ëåæàò

òàêæå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êàñàòåëüíîé. Åñëè êðèâàÿ 2-ðåãóëÿðíà, òî óñëî-

âèå çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùåå: îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà êðèâîé ïðè ïåðå-

õîäå ÷åðåç òî÷êó ïåðåãèáà èçìåíÿåò çíàê. Òî÷êîé âûñøåãî (âûðîæäåííîãî)

ïåðåãèáà êðèâîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ å¼ òî÷êà, êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé â êîòîðîé

èìååò ñ íåé ñîïðèêîñíîâåíèå, ïîðÿäîê êîòîðîãî íå íèæå òð¼õ, è êàñàòåëüíàÿ

ðàçáèâàåò êðèâóþ.
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Òî÷êà êðèâîé íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàñïðÿìëåíèÿ, åñëè êðèâèçíà êðèâîé â

ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ.

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íåñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðå-

ãèáà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðàòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ

êðèâîé íå÷¼òíà è áîëüøå äâóõ.

Òåîðåìà 1.3.2 (Ìàêëîðåíà). Äàíà êðèâàÿ K3, ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå

â òðåõ òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ íåêîòîðîé ïðÿìîé, òîãäà òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ñ êðèâîé ëåæàò òàêæå íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 1.3.3. Äàíà êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷å-

ðåç äâå åå òî÷êè ïåðåãèáà, îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò òàêæå ÷åðåç òðåòüþ òî÷êó

ïåðåãèáà äàííîé êðèâîé.

Êàñàòåëüíûå, àñèìïòîòû è íîðìàëè. Êàñàòåëüíûå ê êóáèêå, ïàðàë-

ëåëüíûå àñèìïòîòàì, îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Åñëè òî÷êè êàñàíèÿ ñîåäèíåíû

ïðÿìûìè ñ âåðøèíàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà, òî ýòè ïðÿìûå

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Åñëè èç òî÷êè O êðèâîé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ óçëîâîé, ëèáî èçîëèðîâàííîé

òî÷êîé ïðîâåñòè äâå êàñàòåëüíûå OP è OQ, çàòåì èç îäíîé èç òî÷åê êàñàíèÿ,

íàïðèìåð P , îïÿòü ïðîâåñòè äâå êàñàòåëüíûå ê êðèâîé òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî

íà îäíîé ïðÿìîé ñ Q ëåæàò äâå íîâûå òî÷êè êàñàíèÿ.

Ó êðèâîéK3 èç äâóõ òî÷åê ïðîâåäåíî ïî ÷åòûðå êàñàòåëüíûå; åñëè ïðÿìûå

ñîåäèíÿþò ïîïàðíî òî÷êè êàñàíèÿ îáîèõ ïó÷êîâ, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå êðèâîé.

Ó êðèâîé òðåòüåãî ïîðÿäêà â ëþáîì íàïðàâëåíèè ñóùåñòâóåò øåñòü ïà-

ðàëëåëüíûõ êàñàòåëüíûõ; òî÷êè èõ êàñàíèÿ ëåæàò íà êîíè÷åñêîé ïîëÿðå,

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.

Ó êðèâîé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò 36 êàñàòåëüíûõ, ïàðàëëåëüíûõ

êàñàòåëüíûì â òî÷êàõ ïåðåãèáà.

2. Ïîòî÷å÷íîå ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñ óçëîâîé òî÷êîé.

2.1 ×àñòíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ çàìå÷àòåëüíûõ

êðóíîäàëüíûõ êóáèê. Äåêàðòîâ ëèñò.Îñîáåííîñòè ôîðìû. Äåêàðòîâ

ëèñò ýòî êðèâàÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-
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íàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:

x3 + y3 − 3axy = 0. (2)

Ðèñóíîê 1

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà îñü ñèììåòðèè äåêàð-

òîâà ëèñòà ïðèíèìàåì çà îñü àáñöèññ, òî óðàâíåíèå äåêàðòîâà ëèñòà èìååò

âèä

y2 = −1

3

x− 3a√
2

x+ a√
2

x2 (3)

Äîïóñòèì äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå M(r2 , 0) è ðàäèóñîì r è

ïðÿìàÿ x = −h. Îòìåòèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Q äàííîé îêðóæíîñòè, òàêæå

ïðîâåäåì ïðÿìûå QA è QN , òàê ÷òîáû ïðÿìàÿ QN áûëà ïåðïåíäèêóëÿðíà

ê îñè àáñöèññ

Íà ïðÿìîé QA èç òî÷êè R åå ïåðåñå÷åíèÿ c ïðÿìîé x = −h ïðîâåäåì ïðÿ-

ìóþ RO äî åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé QN â òî÷êå Q1. Òåì ñàìûì, íà îêðóæíî-
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Ðèñóíîê 2

ñòè òî÷êå Q áóäåò ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå òî÷êà Q1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

òî÷åê Q1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêàðòîâ ëèñò.

Ñòðîôîèäà. Îñîáåííîñòè ôîðìû. Ñòðîôîèäîé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå

ìåñòî òî÷åê, êîòîðûå ïîñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì ôèêñèðîâàí-

íóþ òî÷êó A è ôèêñèðîâàííóþ ïðÿìóþ g, ïðè ýòîì èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ

g îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð AC = a; òàêæå âîêðóã òî÷êè A âðàùàåòñÿ ëó÷, îò-

êëàäûâàþùèé îò òî÷êè åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé g îòðåçêè BM è BM1, ïðè

ýòîì òàê, ÷òî BM = BM1 = CB; ñòðîôîèäîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå

ìåñòî òî÷åê M è M1 (Ðèñóíîê 2.3).

Êîñàÿ ñòðîôîèäà. Ñòðîôîèäà ðàññìîòðåííàÿ íàìè âûøå ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì êîñîé ñòðîôîèäû, ðàññìîòðèì íà ñòåðåîìåòðè÷åñêîì ñïîñîáå åå

îáðàçîâàíèÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå V , åãî îáðàçóþùèìè

g1 è g2 è êàñàòåëüíîé ê íåìó, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿð-

íî ê g1. Ïðîâåäåì ÷åðåç äàííóþ êàñàòåëüíóþ ñåêóùóþ ïëîñêîñòü è ïóñòü òî÷-

êè M è M1 áóäóò ôîêóñàìè ïîëó÷åííîãî ñå÷åíèÿ. Äàëåå ïðåäñòàâèì, ÷òî ýòà

ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã êàñàòåëüíîé, â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè

8



Ðèñóíîê 3

M è M1 îïèøóò êîñóþ ñòðîôîèäó, êîòîðàÿ áóäåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîé ê äàííîé êàñàòåëüíîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèÿ

îáðàçóþùèõ òî÷åê M è M1 íà ïðÿìîé AP , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðåñå-

÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòüþ ÷åðòåæà, áóäåò äîñòàòî÷íî âïèñàòü â

êîíóñ äâà øàðà, êàñàþùèõñÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè; ôîêóñàìè êîíè÷åñêîãî ñå÷å-

íèÿ áóäóò òî÷êè êàñàíèÿ, ò. å. òî÷êèM èM1. Âñå æå ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü

óïðîùåíî è öåëèêîì ïåðåâåäåíî íà ïëîñêîñòü ÷åðòåæà. Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó

îòðåçêà AP ÷åðåç B, òîãäà çàìåòèì, ÷òî òî÷êè àíàëîãè÷íûå B, ëåæàò íà ïðÿ-

ìîé l, ïàðàëëåëüíîé îáðàçóþùåé g2. ßñíî, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ áóäåò ïðîõîäèòü

òàêæå ÷åðåç òî÷êè N è C, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AV è AK,

ïðè ýòîì òî÷êà K âûáðàíà òàê, ÷òî AV = AK. Åñëè îáîçíà÷èòü ïðè ýòîì

V A = a, V P = b, AP = c, òî ïîëó÷èì AM =
a− b+ c

2
, PM =

−a+ b+ c

2
, è

òàê êàê AB = c
2 , òî BM = BM1 =

a− b
2

, íî BC = 1
2PK =

a− b
2

, ñëåäîâà-

òåëüíî, BM = BM1 = BC.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ïëàíèìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîå-

íèÿ êîñîé ñòðîôîèäû: ïóñòü äàí óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå C; îòìåòèì íà

îäíîé èç åãî ñòîðîí òî÷êó A è ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîèçâîëüíûé ëó÷,
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ïåðåñåêàþùèé äðóãóþ ñòîðîíó â òî÷êå B, òîãäà òî÷êèM èM1 äàííîãî ëó÷à,

êîòîðûå ïîñòðîåíû òàê, ÷òî BM = BM1 = BC ïðèíàäëåæàò ñòðîôîèäå.

Ðèñóíîê 4

2. Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðóíîäàëüíûõ êóáèê. Àíà-

ëèòè÷åñêîå çàäàíèå êðóíîäàëüíîé êóáèêè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2

Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñ óçëîì íà ïðîåêòèâ-

íîé ïëîñêîñòè ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåé òåîðåìû èç ðàáîòû [7]:

Òåîðåìà 2.2.1.1 Ïóñòü â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 ñóùåñòâóåò êðóíî-

äàëüíàÿ êóáèêà σ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî

ïðîåêòèâíûõ ðåïåðîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ äàííàÿ êðèâàÿ σ ìîæåò áûòü

çàäàíà ñëåäóþùèì êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì

k2x31 + 2vk(p− q)x21x2 + (1 + 2vq)x1x
2
2 + vk2x21x3 − vx22x3 = 0, (4)

ãäå k, v, p è q - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

k 6= 0, v 6= 0, vp+ 1 6= 0, 2vq − vp+ 1 6= 0. (5)

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êðóíîäàëüíûõ êóáèê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ. Íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2 çàôèêñèðóåì

íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ êîëëèíåàðíûõ òî÷åê V, P,O è Q.Îáîçíà÷èì ÷åðåç

l̃. Äîïóñòèì óñëîâèÿ: V 6= O, V 6= P è (V POQ) 6= −1. Èíà÷å ãîâîðÿ ïàðû

òî÷åê (V, P ) è (O,Q) íå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Ïóñòü äàíû äâå ðàçëè÷-

íûå âåùåñòâåííûå ïðÿìûå k̃ è h̃, êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êó O. Äîïóñòèì, ÷òî

òî÷êà H îòëè÷íàÿ îò òî÷êè O, áóäåò ëåæàòü íà ïðÿìîé h̃. Ïóñòü B1 ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé íà ïðÿìîé h̃, à B2 áóäåò ÷åòâåðòîé ãàðìîíè÷åñêîé

òî÷êîé äëÿ òî÷åê H,B1 è O:

Ðèñóíîê 5 � Ïîòî÷å÷íîå ïîñòðîåíèå êðóíîäàëüíîé êóáèêè ñ ïîðîæäàþùåé
ìíîæåñòâîì Θ = {O, V, P,Q,H, k̃}

(HB1OB2) = −1. (6)

Íà äàííîì ðèñóíêå òî÷êà B2 ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ PB1 è k̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç S. Çàòåì ïîñòðîèì

êîíèêó ω, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùóþñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1. òî÷êà O ïðèíàäëåæèò êîíèêå ω;

2. ïðÿìàÿ l̃ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êîíèêå ω;

3. òî÷êà B2 ïðèíàäëåæèò êîíèêå ω;
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4. ïðÿìàÿ QB2 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êîíèêå ω;

5. òî÷êà S ïðèíàäëåæèò êîíèêå ω.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé V B1 è êîíèêè ω îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 è M2. Â

ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ V B1 âðàùàåòñÿ âîêðóã òî÷êè V , òî÷êèM1 èM2 îïèñû-

âàþò êðèâóþ, îáîçíà÷èì ïîëó÷àþùóþñÿ êðèâóþ ÷åðåç σ. Îáîçíà÷èì ìíîæå-

ñòâî îáúåêòîâ Θ = {O, V, P,Q,H, k̃} è íàçîâåì ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì

êðèâîé σ.

Õàðàêòåðèñòèêà ðåçóëüòàòà Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ êðèâàÿ, ïî-

ñòðîåííàÿ ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêîé êðèâîé ñ

óçëîì.

Óíèâåðñàëüíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 2.3.3.1 Äëÿ êàæäîé êðóíîäàëüíîé êóáèêè σ ïðîåêòèâíîé ïëîñ-

êîñòè P2 ñóùåñòâóåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîðîæäàþùèõ ìíî-

æåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå òî÷åê σ.

Ïîñòðîåíèå çàìå÷àòåëüíûõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñ óçëîì â Åâêëèäîâîé

ïëîñêîñòè Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïî-

ñòðîåíèÿ êðóíîäàëüíûõ êóáèê íà ïðèìåðàõ çàìå÷àòåëüíûõ êðèâûõ åâêëèäî-

âîé ïëîñêîñòè E2.

Â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2 ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì êðèâóþ âìåñòå ñ ïðÿìîé íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü ñ àáñîëþòíîé

ïðÿìîé. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî àáñîëþòíàÿ ïðÿìàÿ l∞ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè

ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé A1A2 èñïîëüçóåìûé ïðîåêòèâíûé ðåïåð

R = {A1, A2, A3, E}, à àáñîëþòíûå öèðêóëÿðíûå òî÷êè J1J2 ïëîñêîñòè E2

èìåþò êîîðäèíàòû (±i : 1 : 0). Ñîãëàñíî ýòîìó ñîãëàøåíèþ, âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) è ïðîåê-

òèâíûìè êîîðäèíàòàìè (x1 : x2 : x3) îäíîé è òîé æå òî÷êè

x =
x1
x3
, y =

x2
x3
. (7)
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