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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Â 1986 ãîäó ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Èâîì Ìåéåðîì áûëà ïðåäëîæåíà

êîíñòðóêöèÿ âñïëåñêîâ, îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

ϕ̂(x) :=



1, x ∈ [0, 1] ;

cos
(
π
2ν
(
ε+x
ε

))
, x ∈ [−ε, 0] ;

cos
(
π
2ν
(
ε+1−x

ε

))
, x ∈ [1, 1 + ε] ;

0, x /∈ [−ε, 1 + ε] .

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ýëåìåíòîâ ýòîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ν(x),

÷üÿ çàäà÷à - ïîëó÷èòü ãëàäêîñòü âûñîêîãî ïîðÿäêà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îäíàêî óâåëè÷åíèå ñòåïåíè ãëàäêîñòè íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ âû-

÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Â ÷àñòíîñòè, ÷àùå âñåãî äëÿ òàêîé çàäà÷è èñïîëüçóþò-

ñÿ ïîëèíîìû ñòåïåíè 2n−1, ãäå n - òðåáóåìàÿ ñòåïåíü ãëàäêîñòè. Êîýôôèöèåí-

òû ïîëèíîìà íàõîäÿò ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îäíàêî ñòåïåíü 2n− 1 ïðåäïîëàãàåò äåôåêò ñïëàéíà n− 1, â òî âðåìÿ êàê äëÿ

ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ñòðîèòü ñïëàéíû ñ äåôåêòîì 1.

Ðåøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü â ðàìêàõ çàäà÷è ñîçäàíèÿ ñïëàéíà Ìåéåðà ñ

äåôåêòîì 1, îêàçàëîñü ñàìîñòîÿòåëüíûì, ïîäõîäÿùèì äëÿ ñîçäàíèÿ ñèñòåìû ñ

äîñòàòî÷íî øèðîêèì êëàññîì ðåøàåìûõ çàäà÷.

Íåìíîãî ðàññêàæåì îá ýòèõ çàäà÷àõ.

Ñèñòåìà ôóíêöèé Õààðà χ = {χn} = χkj, ãäå n = 2k + j, k ∈ N, j ∈

[0..2k − 1] áûëà ïîñòðîåíà â 1909 ãîäó âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì Àëüôðåäîì
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Õààðîì. Îïðåäåëèì ýòó ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ1(t) ≡ 1, χn(t) ≡ χkj =



1, t ∈
[
j
2k
, j+1/2

2k

)
,

−1, t ∈
[
j+1/2
2k

, j+1
2k

]
,

0, t /∈
[
j
2k
, j+1

2k

]
.

Ýòî áûëà ïåðâàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñî ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëèñü è

äðóãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ýòîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü âàæíûå

çàäà÷è òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ââåäåì ïîíÿòèå êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå

Êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

{Vj}j∈Z â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé L2(R), êîòîðàÿ

1) Ðàñøèðÿþùàÿ, òî åñòü êàæäîå ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò ïðåäûäó-

ùåå è íå ñîâïàäàåò ñ íèì;

2) Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïðîñòðàíñòâ Vj ñîäåðæèò òîëüêî íóëåâóþ ôóíêöèþ (òîæ-

äåñòâåííûé íîëü);

3) Ïðîñòðàíñòâî Vj â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå j →∞ ÿâëÿåòñÿ âñåì ãèëüáåðòîâûì

ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü V∞ = L2(R)

4) Êàæäîå ñëåäóþùåå åñòü äâîè÷íîå ñæàòèå ïðåäûäóùåãî, ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè f(t) ∈ Vj èìååì f(2t) ∈ Vj+1

5) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ V0, òàêàÿ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕ(· + n)n∈Z}

îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â V0

Äëÿ ñèñòåìû Õààðà ϕ = χ0, à Vj - ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà

äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ ðàíãà j. Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíê-

öèåé, òàê êàê åå öåëûå ñäâèãè ïîðîæäàþò V0, à äâîè÷íûå ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ

- ñîîòâåòñòâåííî V1 è V−1. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíê-
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öèè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåãî êðàòíîìàñøòàáíîãî

àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìîé âñïëåñêîâ íà ïðÿìîé R íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ãèëüáåðòîãî ïðîñòðàíñòâà L2(R), ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé

ψj,k(t) = {2j/2ψ(2jt− k)}j,k∈Z

Ñèñòåìà Õààðà íà ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ âñïëåñêîì, òî åñòü ñèñòåìîé ñæàòèÿ è

ñäâèãîâ, îáðàçóþùóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâëåíèé â êàêîì-ëèáî ñìûñëå(íàïðèìåð,

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2(R), êàê â äàííîì ñëó÷àå). Åå âñïëåñê-ôóíêöèÿ - ψ =

χ1.

Êàæäûé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç ïîðîæäàåò ñèñòåìó âñïëåñêîâ

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû âñïëåñêîâ íóæíî ñîõðàíèòü äâî-

è÷íóþ ñòðóêòóðó àíàëîãè÷íî ñèñòåìå Õààðà, ò.å. ïðîñòðàíñòâà {Vj} äîëæíû

îáðàçîâûâàòü êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç.

Â ðàìêàõ òåîðèè âñïëåñêîâ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

äîñòîèíñòâà ñèñòåìû Õààðà:

1) Áàçèñíîñòü â îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, óæå

áûëà îòìå÷åíà áàçèñíîñòü ñèñòåìû Õààðà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé. Òàê æå ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâàõ

Lp ïðè p > 1.

2) Ëîêàëèçîâàííîñòü. Âñå ôóíêöèè ñèñòåìû èìåþò êîìïàêòíûå íîñèòåëè, à

äëèíà îòðåçêà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ Õààðà îòëè÷íà îò íóëÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

3) Äâîè÷íàÿ ñòðóêòóðà.

4) Ïðîñòîòà ôóíêöèé ñèñòåìû. Ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîí-

ñòàíòû, ÷òî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.

Îäíàêî, ó ñèñòåìû Õààðà åñòü ñâîè èçúÿíû:

5) �Ýôôåêò íàñûùàåìîñòè�: ñèñòåìà Õààðà îäèíàêîâî ïðèáëèæàåò ôóíêöèè
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ðàçíûõ êëàññîâ ãëàäêîñòè, à èìåííî ñ òî÷íîñòüþ C
n . Ýòî âåäåò ê ìåäëåííîé

ñõîäèìîñòè ñèñòåìû Õààðà è, êàê ñëåäñòâèå, ê íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü áîëüøîå

÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ.

6) Ðàçðûâíîñòü. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü äèôôåðåíöèðîâàòü ñèãíàë, ïðè÷åì èíîãäà ìíîãîêðàòíî. Ñèñòåìà Õààðà

íå ïîçâîëÿåò ýòîãî äåëàòü, òàê êàê íå òîëüêî íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íî è ÿâëÿåòñÿ

ðàçðûâíîé.

Îáà íåäîñòàòêà ìîæíî óñòðàíèòü, åñëè ïîñòðîèòü áàçèñ èç ôóíêöèé, îáëàäàþ-

ùèõ áîëüøèì ïîðÿäêîì ãëàäêîñòè(íåïðåðûâíîñòè), ÷åì ó ñèñòåìû Õààðà.

Ñèñòåìà ôóíêöèé Ôàáåðà-Øàóäåðà Φ = {Φn}∞n=1 áûëà ïîñòðîåíà â 1910 ãîäó

Ôàáåðîì, à çàòåì ïåðåîòêðûòà Øàóäåðîì â 1927 ãîäó . Åå ìîæíî îïðåäåëèòü

Φn(x) =
x∫
0

χ(t)dt. Òàêèì îáðàçîì,

Φn(x) ≡
x∫

0

χkj =



0, t /∈
[
j
2k
, j+1

2k

]
,

1, t = j+1/2
2k

,

ëèíåéíà è íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ.

Ñèñòåìà Ôàáåðà-Øàóäåðà òàê æå áóäåò ÿâëÿòüñÿ áàçèñîì â C[0, 1]. Áîëåå òîãî,

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∣∣∣∣f − SN(f)
∣∣∣∣
C
≤ ω2

(
1

N
, f

)
,

ãäå ω2(δ, f) := sup
0<h<δ,h≤x≤1−h

|f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)| ;

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà Ôàáåðà-Øàóäåðà ëó÷øå, ÷åì ñèñòåìà Õààðà,

ïðèáëèæàåò ãëàäêèå ôóíêöèè, à òàê æå íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé. Ëîêàëèçîâàí-

íîñòü è äâîè÷íóþ ñòðóêòóðó ñèñòåìà Ôàáåðà-Øàóäåðà �íàñëåäóåò� ó ñèñòåìû

Õààðà.

Îäíàêî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà Ôàáåðà-Øàóäåðà íå ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå L2, à çíà÷èò íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ïîïûòêè íàéòè ñèñòåìó, ïîäõîäÿùóþ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è â îáëàñòè

îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, íåèçáåæíî ñòîëêíóòñÿ ñ ïðîòèâîðå÷èâûìè òðåáîâàíèÿìè

ê ýòîé ñèñòåìå. Îñîáåííî ÿðêî ýòî çàìåòíî íà ïðèìåðå ïóíêòîâ 4 è 6: óâåëè÷è-

âàÿ ñòåïåíü ãëàäêîñòè, ìû íåèçáåæíî óñëîæíÿåì âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ.

Â 1965 ãîäó Ê.Ì.Øàéäóêîâûì áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîñòðîèòü áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùèé èç äóã ïàðàáîë. Ýòîò áàçèñ

ñîñòîèò èç ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà

g1(x) = (1− x2)2, g2(x) = x4, 0 ≤ x ≤ 1,

gsk =
(x− a)2(x− c)2

(b− a)2(b− c)2
·Θ2(ax+ cx− x2 − ac)

ãäå

Θ(x) =


1, x > 0

0, x ≤ 0

a =
s

2k
; b =

s+ 1

2k
; c =

s+ 2

2k
: k ∈ N

Òàê æå, êàê è ñèñòåìà Ôàáåðà-Øàóäåðà, ñèñòåìà Øàéäóêîâà ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðåïîëíåííîé â L2(R). Îäíàêî, â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî ñèñòåìà

{gn(x)∞n=1} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî â ðàáîòå ïî÷òè âñå ïðîìåæóòî÷íûå îöåíêè áûëè ïðîâåäåíû ÷åðåç

ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà íå ïðèâåäåíà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ áîëü-

øèì íåäîñòàòêîì ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé Øàéäóêîâûì, ïîòîìó ÷òî ïðè ñëîæíîé

êîíñòðóêöèè ñèñòåìû íåëüçÿ ãîâîðèòü î âûñîêîé ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

Â 1947 ãîäó Êàððè è Øîíáåðã ïîñòðîèëè ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü t := (ti) - íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; i-é íîðìèðîâàííûé

ñïëàéí äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ t îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Bi,k,t è îïðåäåëÿåòñÿ

ïðàâèëîì
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Bi,k,t := (ti+k − ti) [ti, . . . , ti+k] (· − x)k−1+ äëÿ âñåõ x ∈ R

Îáîçíà÷åíèå (· − x)k−1+ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óêàçàíèÿ òîãî, ÷òî ðàçäåëåííàÿ

ðàçíîñòü îò äâóõ ïåðåìåííûõ âçÿòà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x è ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ òîëüêî êàê ôóíêöèÿ îò t. Çíà÷åíèå èñêîìîé ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè,

åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò âûáðàííîãî x.

Î÷åâèäíî, ÷òî Bi,k,t - ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ëåæàùàÿ íà èí-

òåðâàëå x ∈ [ti, ti+k

Ïóñòü Mi =
(

k
ti+k−ti

)
Bi Òîãäà ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

∞∫
−∞

Midx = 1

Òåîðåìà

Ñèñòåìà {Bi,k,t} - áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé

Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû Øåíáåðã íàçâàë ôóíêöèè B áàçèñíûìè ñïëàé-

íàìè, èëè B-ñïëàéíàìè.

Èñïîëüçóÿ B-ñïëàéíû, ìû ìîæåì ñâÿçàòü æåëàåìóþ ñòåïåíü ãëàäêîñòè â

òî÷êå ðàçðûâà ñ ÷èñëîì óçëîâ â ýòîé òî÷êå, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü óçëîâ t.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ ðåêóðñèâíî:

ϕB,2k+1(x) =

∞∫
−∞

ϕB,2k(t)χ[0,1](x− t)dtϕB,2k(x) =

∞∫
−∞

ϕB,2k−1(t)χ[−1,0](x− t)dt

Ôóíêöèè ϕB,N ÿâëÿþòñÿ B-ñïëàéíàìè ïîðÿäêàN ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ïðè

ýòîì ϕB,2k+1(x) ñîñðåäîòî÷åíà íà îòðåçêå [−k−1, k+1], à ôóíêöèÿ ϕB,2k(x) - íà

îòðåçêå [−k, k + 1]. Öåëûå ñäâèãè ôóíêöèè ϕ îáðàçóþò ñèñòåìó Ðèññà. Äàííàÿ

ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ âñïëåñêîì Ñòðåìáåðãà, èëè ñïëàéí-âñïëåñêîì.



7

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Ïîëó÷åíèå íîâîãî òèïà ñïëàéíîâ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:

1 ßâëÿþòñÿ ãëàäêèìè àíàëîãàìè ñèñòåì Õààðà è Ôàáåðà-Øàóäåðà.

2 Ëîêàëèçîâàííû.

3 Èìåþò äâîè÷íóþ ñòðóêòóðó.

4 Íàëè÷èå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ áàçèñíîé ôóíêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ

êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìî-

ñòîÿòåëüíî. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíà â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ

Ñ.Ô.Ëóêîìñêèì è Ï.À.Òåðåõèíûì ïðè ðàâíîïðàâíîì ó÷àñòèè ñòîðîí. Àâòîðó

ðàáîòû ïðèíàäëåæèò èäåÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà, ôîðìóëèðîâêè è äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.10, 2.11,

2.12. Ñ.Ô.Ëóêîìñêîìó ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1.1,

1.2. Ï.À.Òåðåõèíó ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.7, 1.8,

1.9, 1.10, 1.11, 1.12. Â ëåììàõ è òåîðåìàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ àâòîðó, äèññåð-

òàíòó ïðèíàäëåæàò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äàííîé äèññåðòàöèè ðå-

çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ íîâîãî âèäà

ñïëàéíîâ è èõ ïðèíöèïà ïîñòðîåíèÿ, èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ýòèõ ñïëàéíîâ, ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè èíòåðïîëÿöèè íîâûìè âèäàìè ñïëàéíîâ, ïîñòðîåíèÿ

âåéâëåò-âñïëåñêîâ, à òàêæå â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè âñïëåñêîâ, òåîðèè îðòîãîíàëü-

íûõ ðÿäîâ, ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, ìû òàêæå èñïîëüçó-
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åì ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ¾Wolfram Mathematica¿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1 Ïîëó÷åí íîâûé âèä ñïëàéíîâ, íàçâàííûå äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè,

èìåþùèå êîìïàêòíûé íîñèòåëü è äâîè÷íóþ ñòðóêòóðó. Ïîêàçàíî, êàêèì

îáðàçîì ñòðîèòü äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû ñ ãëàäêîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà.

2 Äîêàçàíà áàçèñíîñòü ïîëó÷åííîãî ñïëàéíà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé è íàéäåíà îöåíêà ñõîäèìîñòè ÷åðåç ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè.

3 Äîêàçàíà áàçèñíîñòü Ðèññà ïðîèçâîäíîé ïîëó÷åííîãî ñïëàéíà â ïðîñòðàí-

ñòâå L2

4 Äîêàçàíî, ÷òî äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùå-

ìó óðàâíåíèþ

5 Ïîñòðîåí íåîðòîãîíàëüíûé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1 XVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿

2 XVI Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-

2016�

3 XIII Ìåæäóíàðîäíàÿ ëåòíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé, å¼ ïðè-

ëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû - 2017¿, 21 � 27 àâãóñòà 2017 ã., ã. Êàçàíü.

4 XXIV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâà-

íèå¿ X Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ.¿ Ìî-

ëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó.
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5 XIX Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿

6 XX Ìåæäóíàðîäíàÿ Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿

7 Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû: Âîðîíåæñêàÿ

çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (28 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2021 ã.)

Ïóáëèêàöèè.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 11 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 4 ñòà-

òüè [1�4] îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ

ÐÔ, èëè ïðèðàâíåííûõ ê íèì, à òàêæå â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ

äàííûõ Web of Science è Scopus, 7 ðàáîò îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêàõ òðóäîâ êîí-

ôåðåíöèé êàê òåçèñû äîêëàäîâ [5�11].

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðà-

æàþò ëè÷íîé âêëàä àâòîðà â îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôèè. Îá-

ùèé îáúåì äèññåðòàöèè 81 ñòðàíèöà. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 34 íàèìåíîâàíèÿ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îïèñàíà êðàòêî èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ òåîðèè âñïëåñêîâ, îáîñ-

íîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé òåìû, ïîñòàâëåíû îñíîâíûå öåëè è çàäà-

÷è äèññåðòàöèè, îáîñíîâàíû íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáî-

òû, îïèñàíà ìåòîäîëîãèÿ è ñôîðìóëèðîâàíû âûíîñèìûå íà çàùèòó ïîëîæåíèÿ,

îïèñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå â ðàçäåëå 1.1 ââîäèòñÿ íîâûé òèï ñïëàéíîâ, êîòîðûå íàçâàíû

äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
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Ïóñòü If(x) =
x∫
0

f(t) dt (x ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, 12n−1(x) =

(−1)bit([2
nx]), ãäå bit(y) - êîëè÷åñòâî åäèíèö â áèòîâîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñ-

ëà y.

Òîãäà ϕn,N(x) = IN12n−1(x) (x ∈ [0, 1], n,N ∈ N, N ≤ n)

Ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ àâòîðîì â 2016 ãîäó, ïîçä-

íåå áûëà çàìåíåíà íà ñëåäóþùóþ, ïðåäëîæåííóþ Ñ.Ô.Ëóêîìñêèì:

Ïóñòü

If(x) =

x∫
0

f(t)dt (x ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, (0.1)

rk(x) = sign(sin(2k+1πx)) � ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, (0.2)

W2n−1(x) =
n−1∏
k=0

rk(x) � ôóíêöèè Óîëøà. (0.3)

Òîãäà ôóíêöèþ

ψn,N(x) = Q(n,N)INW2n−1(x), (x ∈ [0, 1], n,N ∈ N, N ≤ n)

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì N -é ñòåïåíè îò n-é ôóíê-

öèè Óîëøà, ãäå Q(n,N) � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò ψn,N(x).

Íàçâàíèå �äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû� áûëî âûáðàíî, ïîòîìó ÷òî:

1) Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíàìè, ïðè ýòîì äåôåêòà

1, ÷òî áóäåò äîêàçàíî â õîäå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

2) Ñèñòåìà ñòðîèòñÿ ïî äâîè÷íîé ñåòêå.

3) Ïîòîìó ÷òî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

â ÷àñòíîñòè ïî àíàëîãèè ñ òðàäèöèîííûìè B−ñïëàéíàìè - â ïðîñòðàíñòâå

êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé.

Êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå äâóõ îïðåäåëåíèé, ñóùåñòâóåò òàê æå àëãîðèòì

êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà:

1) Ïóñòü ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ ψn−1,n−1(x)
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2) Ñòðîèì ôóíêöèþ ψn,n−1(x) = ψn−1,n−1(2x)− ψn−1,n−1(2x− 1)

3) Èíòåãðèðóåì ψn,n−1(x)

4) Íîðìèðóåì â C[0, 1], ïîëó÷àåì ψn,n(x)

Ôóíêöèÿ ψn,N(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà N−1 âêëþ-

÷èòåëüíî.

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ñòðîèòü äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàé-

íû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ãëàäêîñòè.

Â ðàçäåëå 1.2 à òàê æå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà äâîè÷íûõ áàçèñ-

íûõ ñïëàéíîâ, â ÷àñòíîñòè âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìèðóþùåãî

êîýôôèöèåíòà â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]

Â ïàðàãðàôå 1.3 äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î áàçèñíîñòè ñèñòåìû

ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

φm,j(x) = βn,n(2
mx− j), m ∈ Z0, j ∈ [0, 2m − 1].

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ èç C0[0, 1]. Îáîçíà÷èì:

R0(x) = f(x), (0.4)

S0(x) = R0

(
0 + 1/2

20

)
φ0,0(x).

Â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàåì:

Sm(x) = Rm

(
j + 1/2

2m

)
φm,j(x), x ∈

[
j

2m
,
j + 1

2m

]
, (0.5)

Rm+1(x) = Rm(x)− Sm(x). (0.6)

Íåìíîãî èçìåíèì ôîðìóëèðîâêó îïðåäåëåíèÿ äëÿ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè:

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü

ωf(δ) = sup
0≤h≤δ

(f(x+ h)− f(x)), x ∈ [0, 1− h]� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè,
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ω2
f(δ) = sup

0≤h≤δ
(f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x)), x ∈ [0, 1− 2h]

� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà(ìîäóëü ãëàäêîñòè).

Î÷åâèäíî, ìåæäó äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ñäå-

ëàòü ëèíåéíûé ïåðåõîä, íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû óäîáíåå

èñïîëüçîâàòü òîëüêî ÷òî íàïèñàííóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà

φm,j(x) - áàçèñ â C[0, 1]. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ÷åðåç ìîäóëü íåïðå-

ðûâíîñòè:∣∣∣∣∣f(x)−
m∑
i=0

Si(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ωf

(
1

2m+2

)
+

17

2
ω2
f

(
1

2
m−3
2

)
+5·2−

3
10 (m−1)||f ||[0,1]+24−

3
5m||f ||C[0,1]

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïåðâîãî ïàðàãðàôà îáñóæäàåòñÿ ñèñòåìà, îáðàçîâàííàÿ

ôóíêöèåé ϕn,n−1 êàê ãëàäêèé àíàëîã ñèñòåìû Õààðà, â òî âðåìÿ êàê ñèñòåìà,

ïîñòðîåííàÿ ïî ϕn,n, ìû íàçûâàåì ãëàäêèì àíàëîãîì ñèñòåìû Ôàáåðà-Øàóäåðà.

Ýòè äâå ñèñòåìû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: èç îäíîé ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ, åñ-

ëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ïåðâóþ èëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü âòîðóþ è äîìíîæèòü

íà íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

Â ãëàâå 3 ïîêàçàíî, ÷òî ϕn,n, êàê àíàëîã ñèñòåìû Ôàáåðà-Øàóäåðà, îáðà-

çóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]. Â ãëàâå 4 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

ÒåîðåìàÄëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . ñïëàéíîâàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà {ψk,jn,n−1}∞n=0

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Êàê îáû÷íî, ïîä ñèñòåìîé ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè f ñ íîñèòåëåì supp f ⊂

[0, 1] ïîíèìàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

fk,j(t) = f(2kt− j)

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñîì Ðèññà (èëè áàçèñîì, ýêâèâàëåíòíûì îðòîíîðìèðî-

âàííîìó) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn}∞n=0 ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâàH, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò îáðàòèìûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïå-
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ðàòîð (èçîìîðôèçì) T : H → H è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en}∞n=0 ïðîñòðàí-

ñòâà H òàêèå, ÷òî ψn = Ten äëÿ âñåõ n = 0, 1, . . . . Ãðàíèöàìè Ðèññà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {ψn}∞n=0 íàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûå 0 < A ≤ B < ∞ òàêèå, ÷òî äëÿ

âñåõ c = {cn}∞n=0 ∈ `2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

A‖c‖2 ≤
∥∥∥∥ ∞∑
n=0

cnψn

∥∥∥∥ ≤ B‖c‖2.

Òåîðåìà Äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . è âñåõ c ∈ `2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

10
‖c‖2 ≤

∥∥∥∥ ∞∑
n=0

cnψ
k,j
n,n−1

∥∥∥∥ ≤ 19

10
‖c‖2.

Òàêèì îáðàçîì, �ãëàäêèé Õààð� ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â L2, à �ãëàäêèé

Ôàáåð-Øàóäåð� - áàçèñîì â C[0, 1].

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà äëÿ

äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Â ïàðàãðàôå 2.1 ïîñòðîåíî ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâî-

ðÿåò äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí.

Ïóñòü Fn,N(x) = βn,N

( x
2n

)
.

Òåîðåìà

Fn,n (x) =
1

2n
Fn,n (2x− 0) +

2n−1∑
t=1

1

2n−1
Fn,n (2x− t) +

1

2n
Fn,n (2x− n)

Â ïàðàãðàôå 2.2 îáñóæäàþòñÿ àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ êðàòíîìàñøòàáíîãî àíà-

ëèçà äëÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà. Ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ äâîè÷íîãî

áàçèñíîãî ñïëàéíà íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà è áàçèñîì Ðèññà è íå ïîðîæäàåò

îðòîãîíàëüíûé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç. Òåì íå ìåíåå, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå

íåîðòîãîíàëüíîãî ÊÌÀ.

Ëåììà

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàâåíñòâîì

f̂(ω) =

∞∫
−∞

f(ω)e−2πiωxdx.
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Òîãäà

F̂n,N (ω) = 2−N ·n−N−1 ·
(

1

πiω

)N+1

Q(n,N)
(
1− e−2πiω

) n∏
k=1

(
1− e−2kπiω

)
.

Îáðàçóåì ïîäïðîñòðàíñòâà

Vm = (2
m
2 Fn,n(2mx+ k)k∈Z).

Òåîðåìà Ñîâîêóïíîñòü (Vm), m ∈ Z, îáðàçóåò ÊÌÀ, ò.å. âûïîëíåíû àêñè-

îìû

A1) Vm ∈ Vm+1,

A2)
⋃
m∈Z

Vm = L2(R),

A3)
⋂
m∈Z

Vm = 0.

×òîáû ýòèì ÊÌÀ áûëî âîçìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, â ïàðàãðàôå 2.3 îáñóæ-

äàåòñÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé ïðîñòðàíñò Ñîáîëåâà ïðîñòðàíñòâàìè

(Vn).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f, g ∈ L2 (R). Âûðàæåíèå

[f, g] (ω)
df
=
∑
k∈Z

f (ω + k) g (ω + k)

íàçûâàþò ñêîáî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü s > 0. Ìíîæåñòâî

W s
2 (R) =

{
f ∈ L2 (R) : ||f ||W s

2 (R) = || (1 + | · |)s f̂ ||L2(R) < +∞
}

íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ϕ ∈ L2 (R) , ϕm,k(x) = 2
m
2 ϕ (2mx+ k). Îïåðàòîð

βm : f →
∑
k∈Z

(f, ϕm,k)ϕm,k
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íàçûâàþò êâàçèèíòåðïîëÿöèîííûì îïåðàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîð βm äîñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèþ ïîðÿäêà t ∈ R+, åñëè äëÿ âñåõ

f ∈ W t
2(R)

||f − βmf ||L2(R) = O(2−mt).

Ëåììà

Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1) [ϕ̂, ϕ̂] ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà,

2) [ϕ̂, ϕ̂]− |ϕ̂|2 = O(| · |2t),

3) 1− |ϕ̂|2 = O(| · |2t0).

Òîãäà βm äîñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèþ ïîðÿäêà t1 = min(t, 2t0). Çäåñü ñèìâîë

f = O(| · |t) îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→0

|f(x)|
|x|t

≤ C, C > 0

Òåîðåìà (Òåîðåìà î ïîðÿäêå àïïðîêñèìàöèè) Îïåðàòîð βm, ïîñòðî-

åííûé ïî ôóíêöèè ϕn(x) == CnFn,n, ãäå Cn =
2

n2+n
2

Q(n, n)
, äîñòàâëÿåò àïïðîêñè-

ìàöèþ ïîðÿäêà 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W 1
2 ||f − βm||L2(R) = O(2−m)

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
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