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Ââåäåíèå

Ìíîãèå âîïðîñû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è ôèçèêè ïðèâîäÿò ê

íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïå-

ðàòîðîâ. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç òàêèõ îïåðàòîðîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàäà÷è

îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíê-

öèé èëè, êðàòêî, êîðíåâûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäóþò àñèìïòîòèêó

ñïåêòðà, ïîëíîòó, ðàâíîñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèé ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì, âîç-

ìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ â îáîáù¼ííûå ðÿäû Ôóðüå ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì è

ò.ä. Ìíîãèå çàäà÷è òàê æå ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ïó÷êîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â íåðåãóëÿðíîì

ñëó÷àå òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ

ðåãóëÿðíûõ ïó÷êîâ.

Áîëüøîé âêëàä â ñîçäàíèå è ðàçâèòèå òåîðèè íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðà-

òîðîâ, à òàê æå ïó÷êîâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âíåñëè

òàêèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè êàê Ä. Ä. Áèðêãîô, À. Ñ. Ñòåêëîâ, ß. Ä. Òà-

ìàðêèí, Ì.Â. Êåëäûø, À. Ï. Õðîìîâ, À. À. Øêàëèêîâ è äð.

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñäåëàí âûâîä î òîì,

÷òî åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà îäíîì ëó÷å,

òî äëÿ ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïó÷êà L(λ) â

ñèëüíî íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êàê

è â ñëó÷àå îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ íå òðåáóåòñÿ

óñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü äèïëîìíîé ðàáîòû íîñèò ðåôåðàòèâíûé õàðàêòåð.

Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðàçîáðàòü ñòàòüþ, â êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ è äî-

êàçûâàåòñÿ òåîðåìà î äâóêðàòíîì ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì

íåðåãóëÿðíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíî ïó÷êà îïåðàòîðîâ âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå òàêæå èññëåäî-

âàíèå òåîðåìû î ðàçëîæåíèè ñ ïîìîùüþ èíòåðàêòèâíîãî ïàêåòà ïðèêëàäíûõ

ïðîãðàìì MATLAB.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

1. Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïî òåîðèè íåðåãóëÿðíûõ îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïó÷êîâ.
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2. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåí-

òà.

Äàííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà

èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è äâóõ ïðèëîæåíèé.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû è ôîðìóëèðóåòñÿ

îáùàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êðàòêàÿ èñòîðèÿ

âîïðîñà.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ

è ðåçóëüòàòû.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î äâóêðàòíîì ðàç-

ëîæåíèè è åå äîêàçàòåëüñòâî.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èññëå-

äîâàíèþ òåîðåìû î ðàçëîæåíèè.

Â ïåðâîì ïðèëîæåíèè À ïðèâîäèòñÿ êîä ïðîãðàììû, íàïèñàííûé â ñðåäå

MATLAB.

Âî âòîðîì ïðèëîæåíèè Á ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðîãðàììû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëÿåìûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì è êðàåâûìè

óñëîâèÿ, îïèñûâàåòñÿ êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûé ïó÷îê L(λ) îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè

l(y, λ) := y′′ + p1λy
′ + p2λ

2y (1)

Uν(y, λ := (αν1y
′(0) + λαν2y(0)) + (βν1y

′(1) + λβν2y(1)) = 0, ν = 1, 2. (2)

ãäå pj, ανj, βνj ∈ C.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω1, ω2 êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïó÷êà

ω2 + p1ω + p2, (3)

êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè õàðàêòå-

ðèñòèêè ïðîñòûå è ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Íå

íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

0 < ω1 < ω. (4)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ l(x, λ) = 0 ïðè λ 6= 0 èìååò

âèä

y1(x, λ) := eλω1x, y2(x, λ) := eλω2x. (5)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì äàëåå ïðè êàæäîì ν = 1, 2, ÷òî αν1 6= 0 èëè

βν1 6= 0. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàññóæäåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àþòñÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð ñòîëáöû Wj è Vj:

Vj =

(
υ1j

υ2j

)
, Wj =

(
w1j

w2j

)
, ν, j = 1, 2;

υνj =
Uν0(yj, λ)

λ
= αν1ωj + αν2, wνj = e−λωj

Uν1(yj, λ)

λ
= βν1ωj + βν2,

è ïóñòü

ask = |Ws,Wk| , ask = |Vs,Wk| , ask = |Ws, Vk| , ask = |Vs, Vk| , s, k = 1, 2.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ îáîçíà÷åíèé äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëè-

òåëÿ ïó÷êà L(λ) òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣U1(y1, λ) U1(y2, λ)

U2(y1, λ) U2(y2, λ)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣α11ω1 + α12 + β11ω1e
λω1β12e

λω1 α11ω2 + α12 + β11ω2e
λω2β12e

λω2

α21ω1 + α22 + β21ω1e
λω1β22e

λω1 α21ω2 + α22 + β21ω2e
λω2β22e

λω2

∣∣∣∣∣ =
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= λ2

∣∣∣∣∣v11 + eλω1w11 v12 + eλω2w12

v21 + eλω1w21 v22 + eλω2w22

∣∣∣∣∣ = λ2|V1 + eλω1W1; V2 + eλω2W2| =

= λ2

∣∣∣∣∣v11 v12

v21 v22

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣v11 eλω2w12

v21 eλω2w22

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣eλω1w11 v12

eλω1w21 v22

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣eλω1w11 eλω2w12

eλω1w21 eλω2w22

∣∣∣∣∣ =

= λ2(a1 2 + eλω1a12 + eλω2a12 + eλ(ω1+ω2)a12) = λ2∆0(λ). (6)

Åñëè a1 2 6= 0 è a12 6= 0, òî ïó÷îê L(λ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðåíûì ïî Áèðêãîôó

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó Ãðèíà áóäåò èìåòü îöåíêó O(1/λ) âíå îêðåñòíîñòåé

ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà îêîëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Åñëè a12 = 0 èëè a12 = a12 = 0 èëè ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé: a1 2 = 0 èëè

a1 2 = a1 2 = 0, òî ôóíêöèÿ Ãðèíà äàííîãî ïó÷êà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé

ðîñò â óãëàõ ðàñòâîðà áîëüøå èëè ðàâíîãî π. Òàêèå ïó÷êè ïðèíÿòî íàçûâàòü

ñèëüíî íåðåãóëÿðíûìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà (1), (2) è íà

âåêòîð-ôóíêöèþ f = (f0, f1)
T , ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî äâóêðàòíàÿ ðàçëî-

æèìîñòü f â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ýòîãî

ïó÷êà.

Ýòà çàäà÷à èíòåðåñíà òîëüêî äëÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíîãî ïó÷êà (1), (2), òàê

êàê â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå çàäà÷à î ðàçëîæåíèè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøàåòñÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåå-

íèÿ è ðåçóëüòàòû, à èìåííî ëåììû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-

íîé òåîðåìû î ðàçëîæåíèè.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé ïó÷êà L(λ), äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

τ =
ω2

ω1
, αx =

x

τ
, βx = τx+ τ + 1, d0 :=

a1 2

a1 2

,

e1 =
a1 1

a1 2

, e2 =
a2 2

a 1 2, γ =
1

(ω2 − ω1)
, dx =

d

dx
.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷íèÿ äëÿ ïó÷êà L(λ), òî åñòü çàäà-

÷ó L(λ) = 0 èëè ïîäðîáíî

y′′ + λp1y
′ + λ2p2y = 0, Uj(y, λ) = 0, j = 1, 2. (7)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñþäó äàëåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a12 = a12 = 0, (8)

è òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

∆0(λ) = a1 2 + eλω2a1 2 (=: ∆−0 (λ)) = a1 2e
λω2(1 +

a1 2

a1 2

e−λω2)

= a1 2e
λω2(1 + d0e

−λω2) = a1 2e
λω2∆+

0 (λ), (9)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåðåãóëÿðíûì.

Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ∆0(λ) = 0 èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî êîðíåé

λk =
(2kπi+ d0)

ω2
, k ∈ Z,

ãäå d0 := ln0 c0.

Îïðåäåëåíèå 1. Òå çíà÷åíèÿ λ, äëÿ êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à L(λ)y = 0

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàå-

âîé çàäà÷è (ïó÷êà L(λ)), à ñîîòâåòñòâóþùèå èì íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ y �

ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì Λ := λk | k ∈ Z. Î÷åâèäíî, Λ \ {0} åñòü ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà L(λ). Òî÷êà λ = 0 ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì, à ìîæåò è íå áûòü, äàæå åñëè 0 ∈ Λ.

Èç ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî â êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè ñóùåñòâóþò êóñî÷íî êðóãîâûå êîíòóðû Γν , îòñòîÿùèå îò ÷èñåë λk íà

ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà δ > 0, ìåæäó ñî-

ñåäíèìè êîíòóðàìè ëåæèò ðîâíî îäíî ÷èñëî λk è èìåþò ìåñòî îöåíêè c1ν <

äë. Γν < c2ν, ãäå c1, c2 åñòü íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå êîíñòàíòû òàêèå, ÷òî

0 < c1 < c2 < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ+
ν è Γ−ν ÷àñòè êîíòóðà Γν , ëåæàùèå â

ïðàâîé è ëåâîé êîìïëåêñíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèíåàðèçóåì çàäà÷ó (7): ïîëîæèì z0 = y, z1 = λz0. Òîãäà ïîëó÷èì çàäà÷ó

óæå äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L̂, íî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêêêöèé äëÿ

z = (z0, z1)
T : L̂z = λz , ãäå
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L̂z =

(
0 1

− 1
p2
d2
x −

p1
p2
dx

)
z,

z ∈ DL̂ =
{
z = (z0, z1)

T |z′0, z1 ∈ L1[0, 1], Uj(z) = 0, j = 1, 2
}
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L,

à y0(x) åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ñèñòåìà ôóíêöèé

y1(x), . . . , yk(x) íàçûâàåòñÿ öåïî÷êîé ôóíêöèé, ïðèñîåäèíåííûõ ê ñîáñòâåí-

íîé ôóíêöèè y0(x), åñëè ôóíêöèè y0(x), y1(x), . . . , yk(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

ñëåäóþùèõ çàäà÷

Lyq − λyq = yq−1, q = 0, . . . , k.

Ïóñòü R̂λ = (L̂−λÊ)−1 áóäåò ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà L̂ è f = (f0, f1)
T . Èç-

âåñòíî, ÷òî − 1

2πi

∫
Γν

R̂λf dλ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðàçëîæåíèé âåêòîð-

ôóíêöèè f â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðíûì ôóíê-

öèÿì îïåðàòîðà L̂, ñîîòâåòñòâóþùèì òåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, êîòîðûå

ïîïàëè âíóòðü êîíòóðà Γν:

I := − 1

2π

+∞∑
ν=−∞

∫
γν

R̂λf dλ.

Çäåñü γν ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì çàìêíóòûì êîíòóðîì, îêðóæàþùèì òîëüêî îäíó

òî÷êó λν.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (L̂− λÊ)−1f = (z0(x, λ; f), z1(x, λ; f))T è ïóñòü

Isν = − 1

2πi

∫
Γν

zs(x, λ; f)dλ, s = 0, 1

.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû â âèäå òðåõ ëåìì, êîòîðûå â äàëü-

íåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû.

Ëåììà 1. Åñëè f ′0, f1 ∈ L1[0, 1], f̃ := −p2f1(x)− p1f
′
0(x) è

f0(0) = f0(1) = f ′0(0) = f ′0(1) = f1(0) = f1(1) = 0, (10)

7



òî

z0(x, λ; f) =

(
− a22γ

λ∆0(λ)

1∫
0

eλ(ω1x+ω2(1−t))fλ(t) dt+

+
a11γ

λ∆0(λ)

1∫
0

eλ(ω1(1−t)+ω2x)fλ(t) dt−
a12γ

λ∆0(λ)

1∫
0

eλ(ω2(1−t)+ω2x)fλ(t) dt

)
−

−
(
γ

λ

x∫
0

eλω1(x−t)fλ(t) dt−
γ

λ

x∫
0

eλω2(x−t)fλ(t) dt

)
, (11)

z1(x, λ; f) = λz0(x, λ; f) + f0(x), (12)

ãäå

fλ(x) := f̃(x)− λp2f0. (13)

Ïóñòü Kδ(λk) åñòü êðóãè ðàäèóñà δ ñ öåíòðàìè â λk è Cδ = C \
(∪k∈ZKδ(λk)). ×åðåç C+

δ è C−δ îáîçíà÷èì ÷àñòè Cδ, ëåæàùèå â ïðàâîé è ëåâîé

ïîëóïëîñêîñòÿõ.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà Cδ, ÷òî

∀λ ∈ C−δ : |∆−0 (λ)| ≥ Cδ; ∀λ ∈ C+
δ : |∆+

0 (λ)| ≥ Cδ.

Ëåììà 3. Åñëè γ(x, t) = γ0 + γ1x + γ2t (γ2 6= 0) è γ(x, t)Reλ ≤ 0 ∀λ ∈
Γ+
ν (Γ−ν ) ïðè x ∈ [a(x), b(x)] ãäå a(x), b(x) � çàäàííûå ëèíåéíûå ôóíêöèè,

f ∈ Lp[0, 1], p > 1, χp(ν) = ν1/p ïðè 1 < p <∞ è χ∞ = lnν ïðè p =∞, òî

∣∣∣∣− 1

2πi

∫
Γ+
ν (Γ−

ν )

( b(x)∫
a(x)

eγ(x,t)λh(t) dt

)
dλ

∣∣∣∣ ≤ C||h||pχ(ν).

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû î ðàç-

ëîæåíèè è äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé è òðåõ

ëåìì.
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Òåîðåìà 1. Åñëè f ′′0 , f
′
1 ∈ Lp[0, 1], p > 1, è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (8),

(10), òî

I0ν(f) = f0(x) + γ(e2ω2f0(αx)− e1ω1f0(βx) + ω1f0(x))+

+ γp2(e2F1(αx)− e1F1(βx) + F1(x)) + o(1) ïðè ν →∞, (14)

I1ν(f) = f1(x) + γ(e2ω1f1(αx)− e1ω2f1(βx) + ω2f1(x)+

+ γ(e2f
′
0(αx)− e1f

′
0(βx) + f ′0(x)) + o(1) ïðè ν →∞, (15)

ãäå F1(x) =
x∫
0

f1(t)dt è o(1) ⇒ 0 ïî x ∈ [0, 1]. Â ôîðìóëàõ ôóíêöèè ïîëàãà-

þòñÿ ïðîäîëæåííûìè íóëÿìè, åñëè àðãóìåíòû âûõîäÿò çà îòðåçîê [0, 1].

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåî-

ðåìû î ðàçëîæåíèè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Äëÿ òîãî, ÷òî-

áû èìåëè ìåñòî ôîðìóëû ïðè ν →∞

− 1

2πi

∫
Γν

v0(x, λ; f)dλ = f0(x) + o(1), − 1

2πi

∫
Γν

v1(x, λ; f)dλ = f1(x) + o(1),

(16)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè f0, f1 óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå

óðàâíåíèé:

(e2ω2f0(αx)− e1ω1f0(βx) + ω1f0(x))− p2(e2F1(αx)− e1F1(βx) + F1(x)) = 0,

(17)

(e2ω1f1(αx)− e1ω2f1(βx) + ω2f1(x))− p2(e2f
′
0(αx)− e1f

′
0(βx) + f ′0(x)) = 0.

(18)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (ââèäó íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå) è àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, áåç

òðóäà ïîëó÷èì ïðîñòîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñò âåêòîðà (f0, f1)
T ïî ïðîèç-

âîäíûì öåïî÷êàì ïó÷êà L(λ).
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1 è e2 = 0

(ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ a22 = 0). Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëè ìåñòî ôîð-

ìóëû (16), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

f ′0(x) = ω2f1(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1].

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, äëÿ ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â ðÿä ïî ñîá-

ñòâåííûì ôóíêêöèÿì ïó÷êà L(λ) â ñèëüíî íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àå òàê æå, êàê

è â ñëó÷àå îïåðàòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå òðåáóåòñÿ àíàëèòè÷íîñòè ðàçëàãà-

åìîé ôóíêöèè.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-

ìåíòà ïî èññëåäîâàíèþ òåîðåìû î ðàçëîæåíèè. Öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû

ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷-

íîñòüþ. Àëãîðèòì ïðîãðàììû ñëåäóþùèé: Çàäàäèì øàã ðàçáèåíèÿ îòðåçêà,

êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé îêðóæíîñòè è òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.

Äàëåå â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ôóíêöèè cor0 è cor1, êîòî-

ðûå â óñëîâèè òåîðåìû 1 áûëè äàíû, êàê I0ν(f) è I1ν(f) ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç

ôóíêöèè test0 è test1 îáîçíà÷åíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ñîîòâåñòâóþùèõ

èíòåãðàëîâ.

Çàòåì, ïî âñåì óçëàì ðàçáèåíèÿ îñíîâîãî îòðåçêà, ñ÷èòàþòñÿ çíà÷åíèÿ

òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâîâàíèå, èñïîëüçóþùå-

åñÿ â ïðîãðàììå, ïðîèñõîäèò ïî ìåòîäó Ñèìïñîíà. Ïîñëå ïîäñ÷åòà çíà÷åíèé

äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçíîñòü òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî íå áóäåò ìåíüøå çàäàííîé ïî-

ãðåøíîñòè ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå îêðóæíñòè âîêðóã ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â

êîíöå ïðîãðàììû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ÷èñëåííûì

ðåøåíèÿìè.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé áàêàëàâðñêîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèÿ

äëÿ ïàðàìåòðîâ ïó÷êà L(λ) è âåêòîð-ôóíêöèè f = (f0, f1)
T , äëÿ êîòîðûõ

èìååò ìåñòî äâóêðàòíîå ðàçëîæåíèå f â áèîðòîãîíàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî ñîá-

ñòâåííûì ôóíêöèÿì ýòîãî ïó÷êà. Òàê æå â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ äèïëîìíîé

ðàáîòû áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ èññëåäîâàíèÿ òåîðåìû î

äâóêðàòíîì ðàçëîæåíèè, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî òî÷íîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèÿ

ñîâïàäàþò ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ èëè ìåíüøå.
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