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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Ïðîáëåìà ðèñêà � îäíà èç êëþ÷åâûõ â ýêîíî-

ìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà. Ó÷åò òàêîãî ôàêòîðà, êàê ðèñê, íàïðÿìóþ

îòðàæàåòñÿ íà êîíå÷íîì ôèíàíñîâîì ðåçóëüòàòå ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ. Òîëêî-

âàíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íåîäíîçíà÷íî è çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

Îäèí èç âàæíûõ âèäîâ ðèñêà � èíâåñòèöèîííûé. Îñíîâíàÿ ñâÿçàííàÿ ñ

íèì çàäà÷à, êîòîðàÿ äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ, � ôîðìèðîâàíèå ïîðòôåëÿ öåí-

íûõ áóìàã ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå èíâåñòèöèîííîãî êàïèòàëà ñðåäè ðàçëè÷íûõ

öåííûõ áóìàã.

Èäåàëüíîé äëÿ èíâåñòîðà ñòðàòåãèåé èíâåñòèðîâàíèÿ â ðàìêàõ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ïîäõîäà áûëà áû ñòðàòåãèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ äîñòèæåíèå ìàêñè-

ìàëüíîé îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïðè ìèíèìàëüíîì ðèñêå âëîæåíèé. Îäíàêî

îäíîâðåìåííîå äîñòèæåíèå ýòèõ öåëåé íåâîçìîæíî. Ïðàêòèêà ðàáîòû íà ôè-

íàíñîâûõ ðûíêàõ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî áîëüøåìó çíà÷åíèþ îæèäàåìîé

äîõîäíîñòè îáû÷íî ñîïóòñòâóåò è áîëüøåå çíà÷åíèå ðèñêà âëîæåíèé.

Âûáîð ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã íà îñíîâå ó÷åòà åãî îæèäàåìîé äîõîäíî-

ñòè è ðèñêà èçâåñòåí êàê ïîäõîä ¾äîõîäíîñòü � ðèñê¿, êîòîðûé áûë âïåðâûå

ñôîðìóëèðîâàí Ã. Ìàðêîâèöåì. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî èíâåñòîð ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ

ïðè çàäàííîì óðîâíå ðèñêà, ëèáî ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê ïðè çàäàííîì óðîâíå

îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ïîñðåäñòâîì äèâåðñèôèêàöèè âëîæåíèé.

Öåëü ðàáîòû � èçó÷åíèå ìîäåëåé ïîðòôåëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ, ðàç-

ðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîäà â ñðåäå AMPL äëÿ èõ ðåàëèçàöèè è ïðîâåäåíèå

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ðåàëüíûõ äàííûõ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ðàçäåëîâ,

çàêëþ÷åíèÿ è ïðèëîæåíèé.

Ïåðâûé ðàçäåë ðàáîòû, îçàãëàâëåííûé ¾Îïòèìàëüíîå ïîðòôåëüíîå

èíâåñòèðîâàíèå¿, ïîñâÿùåí ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû ïîðò-

ôåëÿ öåííûõ áóìàã, â òîì ÷èñëå ïðè âîçìîæíîñòè âêëþ÷àòü â ïîðòôåëü òàê

íàçûâàåìûå áåçðèñêîâûå àêòèâû. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàäèöè-

îííàÿ ìîäåëü Ìàðêîâèöà, êîòîðàÿ áûëà çàïðîãðàììèðîâàíà â ñðåäå AMPL

äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ.



Â 1952 ã. Ìàðêîâèö îïóáëèêîâàë ôóíäàìåíòàëüíóþ ðàáîòó, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâîé ïîäõîäà ê èíâåñòèöèÿì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè

ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ. Ïîäõîä Ìàðêîâèöà íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèÿ,

÷òî èíâåñòîð â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè èìååò êîíêðåòíóþ ñóììó äåíåã

äëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ. Ýòè äåíüãè áóäóò èíâåñòèðîâàíû íà îïðåäåëåííûé ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì âëàäåíèÿ (holding period).

Â êîíöå ïåðèîäà âëàäåíèÿ èíâåñòîð ïðîäàåò öåííûå áóìàãè, êîòîðûå áûëè

êóïëåíû â íà÷àëå ïåðèîäà, ïîñëå ÷åãî ëèáî èñïîëüçóåò ïîëó÷åííûé äîõîä íà

ïîòðåáëåíèå, ëèáî ðåèíâåñòèðóåò äîõîä â ðàçëè÷íûå öåííûå áóìàãè (èëè äå-

ëàåò òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî). Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîä Ìàðêîâèöà ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåí êàê äèñêðåòíûé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ïåðèîäà îáî-

çíà÷àåòñÿ t = 0, à êîíåö ïåðèîäà îáîçíà÷àåòñÿ t = T . Â ìîìåíò t = 0 èíâåñòîð

äîëæåí ïðèíÿòü ðåøåíèå î ïîêóïêå êîíêðåòíûõ öåííûõ áóìàã, êîòîðûå áóäóò

íàõîäèòüñÿ â åãî ïîðòôåëå äî ìîìåíòà t = T . Ïîñêîëüêó ïîðòôåëü ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé íàáîð ðàçëè÷íûõ öåííûõ áóìàã, ýòî ðåøåíèå ýêâèâàëåíòíî âûáîðó

îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ èç íàáîðà âîçìîæíûõ ïîðòôåëåé. Ïîýòîìó ïîäîáíóþ

ïðîáëåìó ÷àñòî íàçûâàþò ïðîáëåìîé âûáîðà èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ.

Ïðèíèìàÿ ðåøåíèå â ìîìåíò t = 0, èíâåñòîð äîëæåí èìåòü â âèäó,

÷òî äîõîäíîñòü öåííûõ áóìàã (è, òàêèì îáðàçîì, äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ) â

ïðåäñòîÿùèé ïåðèîä âëàäåíèÿ íåèçâåñòíà. Îäíàêî èíâåñòîð ìîæåò îöåíèòü

îæèäàåìóþ (èëè ñðåäíþþ) äîõîäíîñòü (expected returns) ðàçëè÷íûõ öåííûõ

áóìàã, îñíîâûâàÿñü íà íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, à çàòåì èíâåñòèðîâàòü

ñðåäñòâà â áóìàãó ñ íàèáîëüøåé îæèäàåìîé äîõîäíîñòüþ. Ìàðêîâèö îòìå÷à-

åò, ÷òî ýòî áóäåò â îáùåì íåðàçóìíûì ðåøåíèåì, òàê êàê òèïè÷íûé èíâåñòîð

õîòÿ è æåëàåò, ÷òîáû ¾äîõîäíîñòü áûëà âûñîêîé¿, íî îäíîâðåìåííî õî÷åò,

÷òîáû ¾äîõîäíîñòü áûëà áû íàñòîëüêî îïðåäåëåííîé, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæ-

íî¿. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíâåñòîð, ñòðåìÿñü îäíîâðåìåííî ìàêñèìèçèðîâàòü

îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü è ìèíèìèçèðîâàòü íåîïðåäåëåííîñòü (ò.å. ðèñê (risk)),

èìååò äâå ïðîòèâîðå÷àùèå äðóã äðóãó öåëè, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñáàëàíñè-

ðîâàíû ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ î ïîêóïêå â ìîìåíò t = 0. Ïîäõîä Ìàðêîâèöà

ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ äàåò âîçìîæíîñòü àäåêâàòíî ó÷åñòü îáå ýòè öåëè.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ ñòà-

íîâèòñÿ ñëîæíîé è òðóäîåìêîé. Íåîáõîäèìûé àïïàðàò äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäî-
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ñòàâëÿþò ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

íåííûé ïîäõîä ê óïðàâëåíèþ íåñèñòåìàòè÷åñêèì ðèñêîì îñíîâûâàåòñÿ íà

îïèñàíèè ïîðòôåëÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåäíåé äîõîäíîñòè è äèñïåðñèè äî-

õîäíîñòè (mean-variance analysis). Îïòèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîðòôåëè, êî-

òîðûå èìåþò íàèâûñøóþ äîõîäíîñòü ïðè çàäàííîì óðîâíå äèñïåðñèè è íàè-

ìåíüøóþ äèñïåðñèþ äîõîäíîñòè ïðè çàäàííîì óðîâíå ðèñêà. Ñîñòàâëÿþùèìè

ïîðòôåëÿ ìîãóò áûòü èíñòðóìåíòû ñ ôèêñèðîâàííîé äîõîäíîñòüþ è àêöèè.

Îñíîâîïîëîæíèêîì ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ê îïòèìèçàöèè ïîðòôåëåé ÿâ-

ëÿåòñÿ íîáåëåâñêèé ëàóðåàò Ã. Ìàðêîâèö.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñòàíîâêó îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷è, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� Q�ìàòðèöà êîâàðèàöèé {qij} ìåæäó äîõîäíîñòÿìè ôèíàíñîâûõ èí-

ñòðóìåíòîâ, i, j ∈ I;
� µi� îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü i-ãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, i ∈ I;
� µp� òðåáóåìàÿ ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ;

� xi�äîëÿ ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùàÿ èç èíñòðóìåíòîâ i- ãî òèïà,i ∈ I .
Ôîðìèðîâàíèå ïîðòôåëÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ðàçðåøåíû íåîãðàíè÷åííûå

çàèìñòâîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé

çàäà÷è (M1):

min
xi,i∈I

1

2

∑
i∈I

∑
j∈I

qijxixj;

∑
i∈I

µixi = µp;

∑
i∈I

xi = 1

Êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ. Ðå-

øåíèå çàäà÷è Ml ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ óñëî-

âèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

x∗ = ϕQ−1 + ωQ−1µ,

ãäå
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� e� âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå;

� µ� âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äîõîäíîñòè ôèíàíñîâûõ èíñòðó-

ìåíòîâ, µ = (µ1, µ2, . . . , µj)
T ;

� ϕ, ω�ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è M1.

Åñëè êîðîòêèå ïðîäàæè ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ íå ðàçðåøàþòñÿ, òî

â çàäà÷å Ml äîáàâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ xi > 0, i ∈ I. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Ïðè íàëè÷èè áåçðèñêîâûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ ðàññìîòðåííàÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîæåò áûòü óïðîùåíà. Áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå
∑

i∈I xj =

1 ìîæíî èñêëþ÷èòü, òàê êàê îñòàâøèåñÿ ñðåäñòâà âñåãäà ìîãóò áûòü èíâå-

ñòèðîâàíû â áåçðèñêîâûå èíñòðóìåíòû. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðîèçâåñòè ïðî-

äàæó áåçðèñêîâûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ èíâåñòèöèé â äðóãèå

èíñòðóìåíòû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòàíîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è èìååò

âèä(M2):

min
xi,i∈I

1

2

∑
i∈I

∑
j∈I

qijxixj;

∑
i∈I

(µi − r)xi = µp − r;

ãäå r�äîõîäíîñòü áåçðèñêîâîãî èíñòðóìåíòà.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ì2, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå x∗ = ϕQ−1(µ−
re), îáúåì èíâåñòèöèé â áåçðèñêîâûå èíñòðóìåíòû ñîñòàâëÿåò x∗0 = 1− e′x∗.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè áåçðèñêîâîãî èíñòðóìåíòà îï-

òèìàëüíûé ïîðòôåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ äâóõ ïîðòôåëåé: îï-

òèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ, ñîñòàâëåííîãî èç ðèñêîâàííûõ èíñòðóìåíòîâ, è áåçðè-

ñêîâîãî èíñòðóìåíòà. Ðàçëè÷íûì òðåáóåìûì äîõîäíîñòÿì ïîðòôåëÿ µp ñîîò-

âåòñòâóåò ðàçëè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âëîæåíèé ìåæäó îïòèìàëüíûì ïîðòôå-

ëåì ðèñêîâàííûõ èíñòðóìåíòîâ è áåçðèñêîâûì èíñòðóìåíòîì.

Îòìåòèì äâà ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé M1

è Ì2. Îáå ìîäåëè êîíòðîëèðóþò íåñèñòåìàòè÷åñêèé ðèñê ïîðòôåëÿ è íå ó÷è-

òûâàþò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðûíî÷íîãî ðèñêà. Åñëè ðàññìîòðåòü êîýôôèöèåíò

ðåãðåññèè βi, i-ãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà íà èíäåêñ ðûíêà, òî ðûíî÷íûé

ðèñê ïîðòôåëÿ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëî-
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âèÿ:

∑
i∈I

βixi = βp,

ãäå βp� òðåáóåìàÿ âåëè÷èíà ðåãðåññèè âñåãî ïîðòôåëÿ íà èíäåêñ ðûíêà.

Êðîìå òîãî, â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ìîäåëèðî-

âàíèÿ â ñðåäå AMPL. AMPL (àááðåâèàòóðà îò àíãë. ¾AMathematical Programming

Language¿ � ¾ßçûê ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿) � ÿçûê ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ, ðàçðàáîòàííûé â Bell Laboratories, äëÿ òîãî,

÷òîáû îïèñûâàòü è ðåøàòü ñëîæíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè è òåîðèè ðàñïèñà-

íèé. AMPL íå ðåøàåò çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî, à âûçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèå

âíåøíèå ðåøàòåëè (òèïà CPLEX, MINOS, IPOPT, SNOPT è ò. ä.), äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ. AMPL ðàáîòàåò ñ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè çàäà÷àìè

îïòèìèçàöèè ñ äèñêðåòíûìè èëè íåïðåðûâíûìè ïåðåìåííûìè. Îäíî èç ïðå-

èìóùåñòâ AMPL � ïîäîáèå åãî ñèíòàêñèñà ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè çàäà÷ îï-

òèìèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò äàòü î÷åíü êðàòêîå è ëåãêî÷èòàåìîå îïðåäåëåíèå

çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ AMPL, ìû ñîñòàâèëè ïðîãðàììíûé êîä äëÿ îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷è Ìàðêîâèöà Ì1:

min
xi,i∈I

1

2

∑
i∈I

∑
j∈I

qijxixj;

∑
i∈I

µixi = µp;

∑
i∈I

xi = 1,

êîòîðûé íàõîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè À. Äëÿ ðàáîòû áûëè âçÿòû äàííûå èíäåê-

ñîâ äîõîäíîñòè ñëåäóþùèõ àìåðèêàíñêèõ ôîíäîâûõ ðûíêîâ:

1. US 3-MONTH T-BILLS

2. US GOVN LONG BONDS

3. S&P 500

4. WILSHIRE 5000

5. NASDAQ COMPOSITE
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6. LEHMAN BROTHERS CORPORATE BONDS INDEX

7. EAFE

8. GOLD

çà ïåðèîä ñ 1973 ïî 1994 ãîäû.

Ïðîãíàâ ïðîãðàììó íåñêîëüêî ðàç, çàäàâàÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ óðîâíÿ

äîõîäíîñòè, ìû ïîëó÷èëè íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îïòèìàëüíûõ ïîðòôåëåé.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòå â ïåðâîì ðàçäåëå. Îñ-

íîâûâàÿñü íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, áûëà ïîñòðîåíà ãðàíèöà ýôôåêòèâíûõ ïîðò-

ôåëåé.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàâíîðàñïðåäåëåííîãî è îïòèìèçèðîâàííîãî ïîðòôåëåé,

ìû ïîñ÷èòàëè èõ äîõîäíîñòü ñ 1991 ïî 1994 ãîä, ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè óðîâíÿ

äîõîäíîñòè. Ðåçóëüòàòû îòîáðàæåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèå óðîâíÿ äîõîäíîñòè Äîõîäíîñòü,% ãîäîâûõ 1991 1992 1993 1994

Ðàâíîðàñïð.ïîðòôåëü 0.955 1.042 1.151 0.993

1.10 Îïòèì.ïîðòôåëü 1 1.14 1.033 1.104

1.11 Îïòèì.ïîðòôåëü 0.985 1.11 1.005 1.126

1.11 Îïòèì.ïîðòôåëü 0.973 1.087 1.036 1.157

1.125 Îïòèì.ïîðòôåëü 0.851 1.071 0.978 1.171

1.13 Îïòèì.ïîðòôåëü 0.941 1.075 0.966 1.19

1.135 Îïòèì.ïîðòôåëü 0.886 1.075 0.906 1.198

1.14 Îïòèìèçèðîâàííûé ïîðòôåëü 0.903 1.078 0.93 1.241

Èç òàáëèöû 1 ìû âèäèì, ÷òî îïòèìèçèðîâàííûé ïîðòôåëü ëèøü â íåêî-

òîðûõ ñëó÷àÿõ îáëàäàåò ìåíüøåé äîõîäíîñòüþ, ÷åì ðàâíîðàñïðåäåëåííûé.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çàäàâ ñðåäíèé óðîâåíü äîõîäíîñòè îïòèìèçèðîâàí-

íîãî ïîðòôåëÿ ìîæíî ñâåñòè ðèñê ê ìèíèìóìó è îïðåäåëèòü íàèáîëåå óäî-

âëåòâîðÿþùèé òðåáîâàíèÿì íàáîð àêòèâîâ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîñìàòðèâà-

åòñÿ òåíäåíöèÿ òîëüêî äëÿ 1993 ãîäà, êîãäà ðàâíîðàñïðåäåëåííûé ïîðòôåëü

áûë áû ïðåäïî÷òèòåëüíåå îïòèìèçèðîâàííîãî. Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ òàêæå

âèäíî, ÷òî íàèëó÷øèì âàðèàíòîì ÿâëÿþòñÿ îïòèìèçèðîâàííûå ïîðòôåëè ñî

ñðåäíèì çíà÷åíèåì óðîâíÿ äîõîäíîñòè 1.10-1.11.

Âòîðîé ðàçäåë ðàáîòû, îçàãðàâëåííûé ¾Ñàìîôèíàíñèðóåìûå ïîðòôå-

ëè¿, ïîñâÿùåí ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü

åå ïîñòàíîâêó, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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� Q�ìàòðèöà êîâàðèàöèé {qij} ìåæäó äîõîäíîñòÿìè ôèíàíñîâûõ èí-

ñòðóìåíòîâ, i, j ∈ I;
� µi� îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü i-ãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, i ∈ I;
� µp� òðåáóåìàÿ ñðåäíÿÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ;

� xi�äîëÿ ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùàÿ èç èíñòðóìåíòîâ i- ãî òèïà,i ∈ I .
Ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè ñàìîôèíàíñèðóåìûõ ïîðòôåëåé:

A1)

min
xi,i∈I

1

2

∑
i∈I

∑
j∈I

qijxixj;

∑
i∈I

µixi = µp;

∑
i∈I

xi = 0,

A2)

min
xi,i∈I

1

2

∑
i∈I

∑
j∈I

qijxixj;

1

2

∑
j∈I

qijxixj ≤ σ0;

∑
i∈I

xi = 0,

Â îòëè÷èè îò ìîäåëè Ìàðêîâèöà, äëÿ ìîäåëè ñàìîôèíàíñèðóåìûõ ïîðò-

ôåëåé
∑

i∈I xi = 0 , ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ êîðîòêèå ïðîäàæè.

Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò p-âèäîâ àêòèâîâ, S = (s1, . . . , sp)
T , äîõîä-

íîñòü êîòîðûõ r = (r1, . . . , rp)
T ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì µ = (µ1, . . . , µp)

T è

ìàòðèöåé êîâàðèàöèè Q = {qij}. Êðîìå òîãî, ìû ïîëàãàåì, ÷òî èíâåñòîð

èíâåñòèðóåò êàïèòàë C â p- âèäîâ àêòèâîâ S òàê, ÷òîáû:

1. ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ îæèäàåìîãî äîõîäà, èëè

2. ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä, äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ ðèñêà.

Òàê êàê äâå âûøåóêàçàííûå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû, â äàííîé ðàáîòå ìû

èùåì ðåøåíèå òîëüêî ïåðâîé èç íèõ. ×òîáû ïîëó÷èòü ïîðòôåëü ñàìîôè-

íàíñèðîâàíèÿ, ìû âûáèðàåì C = 0. Îáîçíà÷èì ïëàí èíâåñòèðîâàíèÿ (èëè

ðàñïðåäåëåíèÿ àêöèé) c = (c1, . . . , cp)
T , ìû èìååì

∑p
i=1[ci] = C = 0. Òàêæå
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æåëàåìûé äîõîä R áóäåò ðàâåí cTµ ñ ðèñêîì cTQc . Â äàííîé ðàáîòå ìû â

äàëüíåéøåì ïðèíèìàåì, ÷òî êîðîòêàÿ ïðîäàæà äîïóñêàåòñÿ, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ëþáîé êîìïîíåíò c ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, âûøåóêà-

çàííàÿ ïðîáëåìà ìàêñèìèçàöèè ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

R = cTµ→ max
c
, (1)

ïðè îãðàíè÷åíèè

cT = 0, cTQc ≤ σ20 (2)

ãäå 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, êîòîðûé ñâîåé äëèíîé ñîîòâåòñòâóåò ïðà-

âèëàì ìàòðè÷íîé àëãåáðû è σ20 � çàäàííûé óðîâåíü ðèñêà. Ìû íàçûâàåì R,

óäîâëåòâîðÿþùåå ðåøåíèþ çàäà÷è (1) �(2), îïòèìàëüíûì äîõîäîì, è ðåøå-

íèå c � îïòèìàëüíûì ïîðòôåëåì ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è (A1)

ïîëó÷åíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Â çàäà÷å îïòèìèçàöèè (1) �(2) îïòèìàëüíûé äîõîä R , è ñî-

îòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ c, ðàâíû

R = σ0

√
µTQ−1µ− (1TQ−1µ)2

1TQ−11

È (4)

c =
σ0√

µTQ−1µ− (1TQ−1)2/(1TQ−11)
× (Q−1µ− 1TQ−1µ

1TQ−11
Q−11)

Îñíîâûâàÿñü íà òðàäèöèîííîé ìîäåëè Ìàðêîâèöà, áûëà íàïèñàíà ïðî-

ãðàììà äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

max
xi,i∈I

∑
i∈I

µixi

1

2

∑
i∈I

∑
j∈I

qijxixj ≤ σ0
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∑
i∈I

xi = 0

Â ïðîãðàììó áûë äîáàâëåí çàåìíûé êàïèòàë áàíêà è ðàçðåøåíû êî-

ðîòêèå ïðîäàæè. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîä. Äàííûå äëÿ ðàáîòû îñòàëèñü

òåìè æå, êðîìå äîáàâëåííîãî ê íèì áàíêîâñêîãî çàéìà:

1. US 3-MONTH T-BILLS

2. US GOVN LONG BONDS

3. S&P 500

4. WILSHIRE 5000

5. NASDAQ COMPOSITE

6. LEHMAN BROTHERS CORPORATE BONDS INDEX

7. EAFE

8. GOLD

9. BANK LOAN

çà ïåðèîä ñ 1973 ïî 1994 ãîäû.

Ïîñëå ìíîãîêðàòíûõ çàïóñêîâ ïðîãðàììû äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óðîâíÿ

ðèñêà, ìû ïîëó÷èëè íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îïòèìàëüíûõ ñàìîôèíàíñèðóåìûõ

ïîðòôåëåé. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìóþ èíôîðìàöèþ î òîì, ñêîëü-

êî íóæíî âçÿòü â äîëã ó áàíêà, è êàê ðàñïðåäåëèòü ýòîò çàéì ìåæäó àêòèâàìè

äëÿ ñîçäàíèÿ îïòèìàëüíîãî ñàìîôèíàíñèðóåìîãî ïîðòôåëÿ. Ðåçóëüòàòû ìî-

äåëèðîâàíèÿ ñàìîôèíàíñèðóåìûõ ïîðòôåëåé ïðèâåäåíû â ðàáîòå. Îñíîâûâà-

ÿñü íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, áûëà ïîñòðîåíà ãðàíèöà ýôôåêòèâíûõ ïîðòôåëåé.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàáîòû ¾Ìîäåëè, îñíîâàííûå íà îäíîé ìåðå ðèñêà¿

ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ìåðû ðèñêà.

×åòâåðòûé ðàçäåë ¾Ñìåøàííûå ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå íåñêîëüêî ìåð

ðèñêà¿ ñîäåðæèò îïèñàíèå ìîäåëè Mean�Variance�Skewness, êîòîðàÿ îñíîâà-

íà íà èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ êðèòåðèåâ: ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äèñ-

ïåðñèè è àñèììåòðèè äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ.

Ïðîãðàììíû êîä è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèÿõ.
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