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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àêòóàëüíîñòü òåìû, òàêîé êàê ìîäåëèðîâàíèå

è àíàëèç ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ(ÑÌÎ), îáóñëàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî

ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåêðàñíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàññìàòðåíèÿ ðåàëü-

íûõ ÑÌÎ â èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ

õàðàêòåðèñòèê îáñëóæèâàíèÿ èëè â ñèëó óäîáñòâà èõ ïðèìåíåíèÿ.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç ÑÌÎ

ñ ïîòåðÿìè ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê è ýêñïîíåíöèàëüíûì

çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ èõ ýôôåêòèâíîñòè è êà÷åñòâà îáñëó-

æèâàíèÿ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÑÌÎ ñ ïîòåðÿìè ñ ïóàññîíîâñêèì

âõîäÿùèì ïîòîêîì çàÿâîê è ýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äëè-

òåëüíîñòè èõ îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ïîñòóïëåíèå çàÿâîê â ñèñòåìó ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîòåðÿìè è îáñëóæèâàíèå äàííûõ çàÿâîê.

Â ðàìêàõ óêàçàííîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷èòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ÑÌÎ;

2. Âûäåëèòü îñíîâíûå ýëåìåíòû ÑÌÎ;

3. Ïðèâåñòè êëàññèôèêàöèè ÑÌÎ;

4. Áîëåå äåòàëüíî èçó÷èòü ÑÌÎ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì òðå-

áîâàíèé è ýñêïîíåíöèàëüíîé äëèòåëüíîñòüþ èõ îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîòå-

ðÿìè;

5. Ðàññìîòðåòü îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÑÌÎ ñ ïîòåðÿìè;

6. Ïîñòðîèòü èìèòàöèîííóþ ìîäåëü äàííîé ñèñòåìû è ïîëó÷èòü õàðàêòå-

ðèñòèêè â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ;

7. Íà îñíîâå âû÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñäåëàòü âûâîäû î ôóíêöèîíè-

ðîâàíèè ïîñòðîåííîé ÑÌÎ ñ ïîòåðÿìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîâîäèìîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ìàêñèìàëüíî ïðèáëè-

æàåò íàñ ê îïòèìèçèðîâàíèþ è ðåãóëèðîâàíèþ ñëó÷àéíîãî ïîòîêà ïîñòóïëå-

íèÿ çàÿâîê è âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ íà ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ îáñëóæèâà-

þùèõ ñèñòåìàõ.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàç-

äåëå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ýëåìåíòû ìîäåëåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, à
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òàêæå ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è âõîäíûõ

ïîòîêîâ. Âî âòîðîì ðàçäåëåí îïèñàíû îñíîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â ñèñòåìàõ

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òàêèå êàê: ýñêïîíåíöèàëüíîå è ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-

ñîíà. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåíà íåîáõîäèìàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ÑÌÎ òåîðè-

òè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ, õàðàêòåðèñòèêàõ è ñòðóêòóðå ÑÌÎ. Â

÷åòâåðòîì ðàçäåëå îïèñàíû îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííîé ìî-

äåëè ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ïðèíöèïû åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Â

øåñòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ íàì ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ òèïà

(M/M/c) : (GD/N/∞). Â ïÿòîì, çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ïîñòðîåíà èìè-

òàöèîííàÿ ìîäåëü ÑÌÎ ñ ïîòåðÿìè, íà îñíîâàíèè êîòîðîé áûëè ðàññ÷èòàíû

îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè äàííîé ñèñòåìû. À òàêæå áûë ïðîâåäåí ñðàâíè-

òåëüíûé àíàëèç ïðàêòè÷åñêèõ è òåîðåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ñïèñîê èñ-

ïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ñîäåðæèò 20 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðó-

åòñÿ öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ýëåìåíòû òåîðèè ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ, òàêèå êàê êëèåíò (çàÿâêà èëè òðåáîâàíèå íà îáñëóæèâàíèå,

ëèáî ïðîñòî "îáúåêò îáñëóæèâàíèÿ") è ñåðâèñ (îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî,

ñðåäñòâà îáñëóæèâàíèÿ è ò.ï.).

Êàæäàÿ ÑÌÎ âêëþ÷àåò â ñâîþ ñòðóêòóðó íåêîòîðîå ÷èñëî îáñëóæè-

âàþùèõ óñòðîéñòâ, íàçûâàåìûõ êàíàëàìè îáñëóæèâàíèÿ (ê èõ ÷èñëó ìîæíî

îòíåñòè ëèö, âûïîëíÿþùèõ òå èëè èíûå îïåðàöèè, - êàññèðîâ, îïåðàòîðîâ,

ìåíåäæåðîâ è ò.ï.), îáñëóæèâàþùèõ íåêîòîðûé ïîòîê çàÿâîê (òðåáîâàíèé),

ïîñòóïàþùèõ íà åå âõîä â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Îáñëóæèâàíèå çà-

ÿâîê ïðîèñõîäèò çà íåèçâåñòíîå, îáû÷íî ñëó÷àéíîå âðåìÿ è çàâèñèò îò ìíî-

æåñòâà ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ôàêòîðîâ. Ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè êàíàë

îñâîáîæäàåòñÿ è ãîòîâ ê ïðèåìó ñëåäóþùåé çàÿâêè.

Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð ïîòîêà çàÿâîê è âðåìåíè èõ îáñëóæèâàíèÿ ïðèâî-

äèò ê íåðàâíîìåðíîñòè çàãðóçêè ÑÌÎ - ïåðåãðóçêå ñ îáðàçîâàíèåì î÷åðåäåé

çàÿâîê èëè íåäîãðóçêå - ñ ïðîñòàèâàíèåì êàíàëîâ.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè çàâèñèò îò õàðàê-

òåðà ñàìîé çàÿâêè èëè òðåáîâàíèé êëèåíòà è îò ñîñòîÿíèÿ è âîçìîæíîñòåé

îáñóæèâàþùåé ñèñòåìû. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèõîäèòñÿ òàêæå ó÷èòûâàòü âåðî-

ÿòíîñòü âûõîäà îáñëóæèâàþùåãî ïðèáîðà ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî îãðàíè-

÷åííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè.

Èñòî÷íèê, ãåíåðèðóþùèé êëèåíòîâ, ïîäëåæàùèõ îáñëóæèâàíèþ, ìî-

æåò èìåòü êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ìîùíîñòü.

Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âûäåëÿþòñÿ íàèáîëåå

âàæíûå êðèòåðèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáñëóæèâàþùåé ñèñòåìû: ñðåäíåå âðå-

ìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè è ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè. Ýòà èíôîðìàöèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ çàòåì äëÿ âûáîðà íàäëåæàùåãî óðîâíÿ îáñëóæèâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ òàêæå ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü äëÿ îïòèìèçàöèè ìîäåëè ñî ñòîèìîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â êî-

òîðîé ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà çàòðàò, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäîñòàâëåíèåì óñëóã, è

ïîòåðü, îáóñëîâëåííûõ çàäåðæêàìè â èõ ïðåäîñòàâëåíèè.

Òàêæå â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ÑÌÎ. Ñèñòå-

ìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà òðè ïîäñèñòåìû.

Ïåðâàÿ ïîäñèñòåìà - ýòî ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áåç ïîòåðü.

Ïîä òåðìèíîì ñèñòåìà áåç ïîòåðü (ñ ïîëíûì îæèäàíèåì) ïîíèìàþò ñèñòåìó,

â êîòîðîé, åñëè âñå ïðèáîðû çàíÿòû, òðåáîâàíèå ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü è íå

ïîêèäàåò åå äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò îáñëóæåíî.

Âòîðàÿ ïîäñèñòåìà - ýòî ñèñòåìà ñ ÷àñòè÷íûìè ïîòåðÿìè. Ïîäîáíàÿ

ïîäñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî òðåáîâàíèå ëèáî íå ñòàíîâèòñÿ â î÷å-

ðåäü, åñëè ýòà î÷åðåäü ïðåâûøàåò ïî äëèíå íåêîòîðóþ âåëè÷èíó (ñèñòåìà ñ

îãðàíè÷åííîé äëèíîé î÷åðåäè), ëèáî ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü, íî ïîêèäàåò åå,

åñëè âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â íåé ïðåâûøàåò îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó (ñèñòåìà ñ

îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ), èëè, åñëè âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè

íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðåâûøàåò îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó (ñèñòåìà ñ îãðàíè-

÷åííûì âðåìåíåì îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ).

Òðåòüÿ ïîäñèñòåìà - ýòî ñèñòåìà áåç î÷åðåäåé. Ïîä ýòèì òåðìèíîì ïî-

íèìàþò ñèñòåìó, â êîòîðîé òðåáîâàíèå ïîêèäàåò ñèñòåìó, åñëè âñå îáñëóæè-

âàþùèå óñòðîéñòâà (ïðèáîðû) çàíÿòû. Â òàêîé ñèñòåìå, î÷åâèäíî, î÷åðåäè

íå ìîæåò áûòü. Ñèñòåìû, èìåþùèå î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ñèñòåìû ñ
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îäíîé î÷åðåäüþ è ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè î÷åðåäÿìè.

Âñå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äåëÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ îäíèì êà-

íàëîì è ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà ïðèáîðîâ ìíîãî óäîáíî (ìàòåìàòè÷åñêè áîëåå ïðîñòî) ñ÷èòàòü, ÷òî èõ

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.

Âõîäíûå ïîòîêè ïî õàðàêòåðó òðåáîâàíèé ðàçäåëÿåòñÿ íà äåòåðìèíèðî-

âàííûé ïîòîê òðåáîâàíèé è ñòîõàñòè÷åñêèé.

Äåòåðìèíèðîâàííûé âõîäíîé ïîòîê ìîæåò áûòü äâóõ âèäîâ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Äðóãèì

âèäîì äåòåðìèíèðîâàííîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ ïîòîê, â êîòîðîì òðåáîâàíèÿ ïî-

ñòóïàþò ïî èçâåñòíîé ïðîãðàììå - ðàñïèñàíèþ, êîãäà ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ

íîâûõ òðåáîâàíèé èçâåñòíû çàðàíåå.

Åñëè ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé ñëó÷àé-

íû, òî ýòî áóäåò ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Ñòîõàñòè÷åñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé

ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà òðè âèäà: ïîòîê ñ ïðîèçâîëüíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè, ðåêóððåíòíûé ïîòîê è ñîâåðøåííî ñëó÷àéíûé èëè ïóàññîíîâñêèé ïî-

òîê òðåáîâàíèé.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà íåîáõîäèìàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ÑÌÎ òåîðè-

òè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ïðî ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ðàñïðåäåëåíèå

Ïóàññîíà.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ñèñòåìàõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî çàäà÷àì,

â êîòîðûõ çàÿâêè ïîñòóïàþò â ñèñòåìó ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîìó (ïîêàçà-

òåëüíîìó) çàêîíó ñ èíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà çàÿâîê λ, íå çàâèñÿùåé

îò âðåìåíè t. Ïðîìåæóòîê ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê ξ åñòü íåïðåðûâíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëå÷èíà, èìåþùàÿ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì

λ > 0.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à

å¼ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) èìååò âèä:

Fξ(x) =

0, x 6 0,

1− e−λx, x > 0.
(1)
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x) èìååò âèä:

fξ(x) =

λeλx, x > 0,

0.x < 0.
(2)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ïîä÷èíåííîé ïîêà-

çàòåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

Mξ =
1

λ
, (3)

ãäå λ - èíòåíñèâíîñòü (êîëè÷åñòâî ñîáûòèé â åäèíèöó âðåìåíè) ñ êîòîðîé

ïîÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿ.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:

Dξ =
1

λ2
. (4)

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Âåðîÿòíîñòü íåíàñòóïëåíèÿ çàÿâêè â òå÷åíèå ïåðèîäà t(n = 0):

p0(t) = e−λt.

Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ õîòÿ áû îäíîé çàÿâêè â òå÷åíèå ïåðèîäà t:

pn>0(t) = 1− e−λt.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

f(x) = y
′
+ a(x)y,

µ(x) = e
∫
a(x)dx,

èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà:

y =
1

µ(x)
[

∫
f(x)µ(x)dx+ C].

Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ÷èñëà ñîáûòèé n(n =

0, 1, 2 . . .) äëÿ çàäàííîãî ïåðèîäà âðåìåíè t:
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pn(t) =
(λt)ne−λt

n!
, n = 1, 2, 3 . . . . (5)

Â äàííîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè äèñêðåòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì:

M{n|t} = λt (6)

ïîñòóïëåíèé çà âðåìÿ t.

Äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà òàêæå ðàâíà λt:

D{n|t} = λt. (7)

Â òðåòüåì ðàçäåëå ââåäåíû îñíîâíûå çíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ îáùåé ñè-

ñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ:

� n - ÷èñëî êëèåíòîâ â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ (â î÷åðåäè è íà îáñëóæè-

âàíèè);

� λn - èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó êëèåíòîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî â

ñèñòåìå óæå íàõîäèòñÿ n êëèåíòîâ;

� µn - èíòåíñèâíîñòü âûõîäíîãî ïîòîêà îáñëóæåííûõ êëèåíòîâ ïðè óñëî-

âèè, ÷òî â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ n êëèåíòîâ;

� pn - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ n êëèåíòîâ.

À òàêæå îïèñàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, äëÿ êðàòêîé õàðàêòåðèñòèêè

ÑÌÎ â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ:(a/b/c) : (d/e/f).

Òàì æå ïðèâåäåí êîíêðåòíûé ïðèìåð ÑÌÎ, òàêîé êàê: (M/M/c) :

(GD/N/∞).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè îáîçíà÷åíèÿìè çäåñü ðå÷ü èäåò î ñèñòåìå

(è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîäåëè) ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîä-

íûì ïîòîêîì (èëè ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåðâàëîâ âðåìåíè

ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîñòóïëåíèé êëèåíòîâ) è âðåìåíåì îá-

ñëóæèâàíèÿ, è c ïàðàëëåëüíî ôóíêöèîíèðóþùèìè êàíàëàìè. Ïðè ýòîì äèñ-

öèïëèíà î÷åðåäè íå ðåãëàìåíòèðîâàíà, è ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîïóñêà-

åìûõ â ñèñòåìó êëèåíòîâ ðàâíî N . Íàêîíåö, èñòî÷íèê, ïîðîæäàþùèé êëè-

åíòîâ, èìååò íåîãðàíè÷åííóþ åìêîñòü.
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Â ýòîé ìîäåëè åìêîñòü ñèñòåìû îãðàíè÷åíà ñâåðõó çíà÷åíèåì N , òî-

ãäà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà î÷åðåäè ðàâíà N − c. Èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ

è îáñëóæèâàíèÿ êëèåíòîâ ðàâíû λ è µ ñîîòâåòñòâåííî. Ýôôåêòèâíàÿ èí-

òåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ λýôô, ñîîòâåòñâåí-

íî ìåíüøå λ â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè åìêîñòè ñèñòåìû.

Ïàðàìåòðû λn, µn îáùåé ìîäåëè îáñëóæèâàþùåé ñèñòåìû â äàííîé ìî-

äåëè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λn =

λ, 0 ≤ n ≤ N,

0, n > N.
(8)

µn =

nµ, 0 ≤ n ≤ c,

cµ, c < n ≤ N.
(9)

Âåðîÿòíîñòè pn - âåðîÿòíîñòè, ÷òî â ñèñòåìå íàõîäÿòñÿ n êëèåíòîâ,

ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâëÿÿ λn, µn â îáùåå âûðàæåíèå äëÿ pn(??), èñïîëüçóÿ

èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó çàÿâîê:

pn =


ρn

n!
p0, 0 ≤ n ≤ c,

ρn

c!cn−c
p0, c < n ≤ N,

(10)

ïðè

p0 =



c−1∑
n=0

ρn

n!
+
ρc
(
1−

(
ρ
c

)N−c+1
]

c!
(
1− ρ

c

)
−1 , ρ

c 6= 1,[
c−1∑
n=0

ρn

n!
+
ρc

c!
(N − c+ 1)

]−1
, ρ
c = 1,

(11)

ãäå

ρ =
λ

µ
. (12)

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ

èìèòàöèîííîé ìîäåëè.

Ìîäåëèðîâàíèåì â îáùåì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ çàìåùåíèå îäíîãî îáúåêòà,

íàçûâàåìîãî ñèñòåìîé, äðóãèì îáúåêòîì, íàçûâàåìûì ìîäåëüþ, è ïðîâåäå-
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íèå ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ (èëè íà ìîäåëè), èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ìîäåëè,

îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ñè-

ñòåìå.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñî ñòîõàñòè÷åñêèì õàðàêòåðîì ôóíêöèîíèðî-

âàíèÿ (ÑÌÎ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè òàêîãî òèïà) ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè

åäèíè÷íîì "ïðîãîíå" èìèòàöèîííîé ìîäåëè (ïðè åäèíè÷íîì âîñïðîèçâåäå-

íèè íà èìèòàöèîííîé ìîäåëè ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû), íîñÿò

ñëó÷àéíûé õàðàêòåð.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îäíó îöåíêó (îäíî çíà÷åíèå)

êàêîé-ëèáî õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìî ìíîãî-

êðàòíî "ïðîãîíÿòü" èìèòàöèîííóþ ìîäåëü (íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî

ðåçóëüòàòîâ) ñ ïîñëåäóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêîé ïîëó÷åííûõ äàííûõ.

Â äàííîì ðàçäåëå òàêæå ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ èìèòàöèîííûõ ìî-

äåëåé:

1. Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü.

Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ðàçâèòèå èìèòàöèîííîé ñèòóàöèè â ìî-

äåëå, êàê â íåïðåðûâíîé (àíàëîãîâîé) ñðåäå, ò.å. ïîâåäåíèå ñèñòåìû

èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî âî âðåìåíè. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ -

èçó÷åíèå äèíàìèêè íàðîäîíàñåëåíèÿ ìèðà;

2. Äèñêðåòíàÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü.

Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, â êîòîðîé ïðîöåññû ìîäåëèðóþòñÿ êàê

äèñêðåòíûå, ò.å. ïðîÿâëÿþò ñâîè ôóíêöèè è ñâîéñòâà â îïðåäåëåííûå

ìîìåíòû âðåìåíè. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò ÷åðåç ðàâ-

íûå èíòåðâàëû âðåìåíè, íî â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è

àñèíõðîííûå îáúåêòû, êîòîðûå ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû

âðåìåíè.

Äàëåå îïèñûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàáîòà ÑÌÎ � äèñêðåòíî -

íåïðåðûâíûé ïðîöåññ. Ðàáîòó âñÿêîé ÑÌÎ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîöåññ

åå ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, â îáùåì ñëó÷àå â ñëó÷àéíûå ìîìåí-

òû âðåìåíè t0, t1, . . . tk, êîãäà â ÑÌÎ ïðîèñõîäÿò ñîáûòèÿ, ïðåäóñìîòðåííûå

äèñöèïëèíîé îáñëóæèâàíèÿ. Êàæäîå ñîáûòèå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì êàêèõ-

ëèáî ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.

Ñîñòîÿíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðûå ìî-
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ìåíòû âðåìåíè t0, t1, . . . tk íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé è îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà

èíòåðâàëàõ âðåìåíè ìåæäó ýòèìè ìîìåíòàìè.

Äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè î÷åðåäíûõ ñîáûòèé, ñâÿ-

çàííûõ ñ ïðèáûòèåì çàÿâêè, îïðåäåëÿþòñÿ âðåìåíåì ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè

êëèåíòîâ, à ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ óõîäîì - âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ.

Âðåìÿ íàñòóïëåíèÿ ýòèõ ñîáûòèé ìîæåò áûòü ëèáî äåòåðìåíèðîâàí-

íûì, ëèáî ñëó÷àéíûì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè íà-

ñòóïëåíèÿ ñîáûòèé ïðîñòà. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âòîðîé

ñëó÷àé - êîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ

âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè â ñèñòåìå, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Â ïîñëåäíåì ïÿòîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ñèñòåìû

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà (M/M/c) : (GD/N/∞) ñ ïîòåðÿìè.

Â äàííóþ ñèñòåìó çàÿâêè íà îáñëóæèâàíèå ïîñòóïàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà â ñðåäíåì 20 çàÿâîê â ÷àñ. Äëèòåëüíîñòü îáñëóæè-

âàíèÿ çàÿâêè ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íîé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 11,5 ìèí. Êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëüíî ðàáîòà-

þùèõ êàíàëîâ, êîòîðûå ìîãóò îáñëóæèòü çàÿâêó, ðàâíî 4-ì. Ñïèñîê çàÿâîê,

êîòîðûå ìîãóò ïðåáûâàòü â î÷åðåäè, îæèäàÿ îáñëóæèâàíèå, îãðàíè÷èâàåòñÿ

16-þ çàÿâêàìè.

Îñíîâíàÿ ñóòü äàííîé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, åñëè â ìîìåíò

ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå óæå íàõîäèòñÿ îäíî è áîëåå

òðåáîâàíèå è ïðè ïðîâåðêå íàëè÷èÿ ñâîáîäíîãî ñåðâèñà îáíàðóæèòñÿ, ÷òî âñå

ñåðâèñû çàíÿòû, òî çàÿâêà ïîñòóïèò â î÷åðåäü è áóäåò îáñëóæåíà, â ñëó÷àå,

åñëè î÷åðåäü åùå íå äîñòèãëà ñâîåãî ìàêñèìóìà, èíà÷å çàÿâêà ïîëó÷èò îòêàç.

Â ñîîòâåòñâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè, ïðèíÿòûìè â ðàçäåëå (3), îñíîâíûå

ïàðàìåòðû ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� λ = 20 - èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ êëèåíòîâ â ñèñòåìó ÷åëîâåê â ÷àñ;

� µ =
60

11.5
= 5.217391 - èíòåíñèâíîñòü âûõîäíîãî ïîòîêà îáñëóæåííûõ

êëèåíòîâ ÷åëîâåê â ÷àñ;

� c = 4 - êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëüíî ðàáîòàþùèõ ñåðâèñîâ;

� N = c+ 16 = 20 - åìêîñòü ñèñòåìû.

Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå óæå íàõî-
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äèòñÿ îäíî è áîëåå òðåáîâàíèå, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ñâîáîäíîãî ñåðâèñà,

åñëè âñå ñåðâèñû çàíÿòû - çàÿâêà ïîñòóïàåò â î÷åðåäü, ïîêà î÷åðåäü íå äî-

ñòèãíåò ñâîåãî ìàêñèìóìà - èíà÷å çàÿâêà ïîëó÷èò îòêàç.

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ â çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè � ìîìåíòû

ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó è â ìîìåíòû, êîãäà îáñëóæåííîå òðåáîâà-

íèå ïîêèäàåò ñèñòåìó - ýòè ñîáûòèÿ è ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

� λ - èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà òðåáîâàíèé (÷èñëî òðåáîâàíèé â

÷àñ);

� µ - èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé;

� n - îáùåå ÷èñëî òðåáîâàíèé.

Ïðè ýòîì âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê è âðåìÿ îñáëóæèâàíèÿ

çàÿâîê ãåíåðèðóåòñÿ ïîêàçàòåëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âûõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

� Lq - ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷åðåäè;

� Wq � ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè;

� Ls - ñðåäíåå ÷èñëî òðåáîâàíèé â î÷åðåäè;

� Ws - ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå.

Äàííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñ÷èòûâà-

þòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Lq =
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè

âðåìÿ ðàáîòû ñèñòåìû
,

Wq =
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè

êîëè÷åñòâî ñìîäåëèðîâàííûõ çàÿâîê
,

Ls =
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

âðåìÿ ðàáîòû ñèñòåìû
,

Ws =
ñóììàðíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå

êîëè÷åñòâî ñìîäåëèðîâàííûõ çàÿâîê
.

Ïîñêîëüêó êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èìèòàöèîííîé ìîäå-

ëè äëÿ àíàëèçà ïîëó÷åííîé ìîäåëè, òî õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷åííûå â õî-

äå ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííîé ìîäåëè ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà

(M/M/c) : (GD/N/∞) ñ ïîòåðÿìè ñðàâíèâàþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè:
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Ðèñóíîê 1. Õàðàêòåðèñòèêè, ïîñòðîåííûå äëÿ n = 100

Ðèñóíîê 2. Õàðàêòåðèñòèêè, ïîñòðîåííûå äëÿ n = 10000

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òðåáîâàíèé n äîâåðèòåëü-

íûé èíòåðâàë ñóæàåòñÿ è çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå â õîäå èìèòàöèîííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ, ïðèáëèæàåòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä î òîì, ÷òî ïîñòðîåííóþ èìèòàöèîííóþ ìîäåëü ñèñòåìû (M/M/4) :

(GD/20/∞) ñ ïîòåðÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ

ñèñòåì, ìåíÿÿ èíòåíñèâíîñòè âõîäíûõ ïîòîêîâ è èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâà-

íèÿ òðåáîâàíèé.

Â çàêëþ÷åíèè îïèñàíû ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííîé ðàáîòû î òîì, ÷òî:

� áûëà ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷åííîé ñèñòåìû ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ;

� áûëà àçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ìîäåëèðóþùàÿ ðàáîòó òàêîé ñèñòåìû, è

ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû íà îñíîâà-

íèè äèñêðåòíîé ìîäåëè è ïî òåîðåòè÷åñêèì ôîðìóëàì;

� áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è

õàðàêòåðèñòèê â õîäå ïîñòðîåíèÿ èìèòàöèîííîé ìîäåëè ÑÌÎ ñ ïîòåðÿ-

ìè äëÿ èçó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Â õîäå

äàííîãî àíàëèçà áûëî âûÿâëåíî, ÷òî èìèòàöèîííóþ ìîäåëü ìîæíî ýô-

ôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíîé ñèñòåìû.
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