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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.Íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ëåò âî ìíî-

ãèõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷å-

íèåì ñòðàõîâûõ ðàñ÷åòîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü ïðè èõ ðàññìîòðåíèè òðåáóþòñÿ

äàííûå î õàðàêòåðå ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ (ðèñêîâ) è ïðîöåññå óùåðáîâ. Åñëè

èìåþùàÿñÿ â ðàñïîðÿæåíèè áàçà äàííûõ îõâàòûâàåò íåñêîëüêî ñòðàõîâûõ

êîìïàíèé, òî çà÷àñòóþ äàííûå èçíà÷àëüíî ïðåäñòàâëåíû â àãðåãèðîâàííîé

ôîðìå.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ñòðàõîâîé ñóììå êàæäîãî ðèñêà è ðàç-

ìåðå êàæäîãî îòäåëüíîãî óáûòêà îòñóòñòâóåò è äîñòóïíû òîëüêî ñóììàðíûå

ãîäîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, òàêèå êàê ÷èñëî ðèñêîâ, èõ ñîâîêóïíàÿ

ñòðàõîâàÿ ñóììà, à òàêæå ÷èñëî è ñóììàðíûé ðàçìåð óáûòêîâ.

Òàêèì îáðàçîì â êà÷åñòâå äàííûõ èìååì òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ñîâî-

êóïíîãî óáûòêà â êàæäîì ãîäó. Èç-çà ýòîãî ïðèâëå÷åíèå ðàçëè÷íûõ ìîäå-

ëåé ðàñïðåäåëåíèÿ êàæåòñÿ áåññìûñëåííûì, âåäü ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ

íåëüçÿ îöåíèòü òîëüêî ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ. Ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó ïîçâîëÿ-

åò íîðìèðîâàíèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà íà ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì ñ ïîìîùüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ìåòîäîâ ìîäåëèðî-

âàíèÿ ñîâîêóïíîãî óáûòêà ïîðòôåëÿ ðèñêîâ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ çàäà÷

âîçíèêàþùèõ â ñòðàõîâûõ êîìïàíèÿõ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ� ðîëü è îïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ� àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ è èíäåíòèôè-

êàöèè ÷èñëà ñòðàõîâûõ ðèñêîâ, ñîâîêóïíûõ óáûòêîâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëå-

äóþùèå çàäà÷è:

� ðàññìîòðåòü äâå ãðóïïû ìîäåëåé, âûÿâèòü èõ ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàò-

êè è âûäåëèòü îáùèé ïðèíöèï èõ ïîñòðîåíèÿ;

� ïîñòðîèòü ìîäåëü çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè îò îáúåìà â ñëó÷àå îäíîðîä-

íûõ è íåîäíîðîäíûõ ðèñêîâ;

� èññëåäîâàòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, ïîëó÷èòü ïëîòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ

ïàðàìåòðàõ, íàïèñàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èõ ãðàôèêîâ íà ÿçûêå ïðî-
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ãðàììèðîâàíèÿ Python 3;

� ïîñòðîèòü ìîäåëü ñîâîêóïíîãî óáûòêà ïîðòôåëÿ ðèñêîâ â îäíîðîäíîì

è íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå;

� ðàçðàáîòàòü ÷èñëåííûé ìåòîä, îöåíèâàþùèé ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëå-

íèÿ;

� ñîçäàòü êîä íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++, ïîçâîëÿþùèé ñìîäåëè-

ðîâàòü èëè èäåíòèôèöèðîâàòü ñîâîêóïíûé ñòðàõîâîé óáûòîê, îöåíèòü

ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííîãî ÷èñëåííîãî

ìåòîäà.

� Íà ÿçûêå Python 3 ïîñòðîèòü ãðàôèê, ïîëó÷åííîé ìîäåëè è îöåíèòü

íàñêîëüêî ïîäõîäèò ãàììà ðàñïðåäåëåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñîâîêóï-

íîãî óáûòêà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàçðàáîòàí ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ñîâî-

êóïíûõ óáûòêîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñòðàõîâûõ ñëó÷àÿõ è íàïèñàí êîä, ïîçâî-

ëÿþùèé ñìîäåëèðîâàòü èëè èäåíòèôèöèðîâàòü óáûòêè ïîðòôåëÿ ðèñêîâ ïî

èìåþùèìñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì, ÷òî ïîçâîëèò êîìïàíèè àäåêâàòíî ïðî-

èçâåñòè ñòðàõîâîé ðàñ÷åò â áóäóùåì.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, øåñòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íè-

êîâ, ñîäåðæàùåãî 20 íàèìåíîâàíèé, è ÷åòûðåõ ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáúåì

ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 42 ñòðàíèöû.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðó-

åòñÿ öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îòìå÷àåòñÿ

ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ ðèñêà, ïîðòôåëÿ ðèñêîâ è ðàñ-

ñìîòðåíû íåêîòîðûå ìîìåíòû ïðè èõ ïîñòàíîâêå äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè è

ïðèâåäåí ïðèìåð èäåàëüíûõ óñëîâèé äëÿ ïîðòôåëÿ, â êîòîðîì ïîñòàâëåíî

ïîíÿòèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà.

Ýêîíîìè÷åñêèé ðèñê � âîçìîæíîñòü ñëó÷àéíîãî âîçíèêîâåíèÿ íåæåëà-

òåëüíûõ óáûòêîâ, èçìåðÿåìûõ â äåíåæíîì âûðàæåíèè.
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Òàêèì îáðàçîì ïîä ðèñêîì ìîæíî ïîíèìàòü íåêîòîðûé ïîêàçàòåëü îïàñ-

íîñòè èëè ñîâîêóïíîñòè îïàñíîñòåé, óñòàíîâëåííûé â ñòîèìîñòíîì âûðàæå-

íèè åãî óùåðáà çà çàäàííîå âðåìÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò

ôîðìèðîâàíèå ñáàëàíñèðîâàííîãî ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ. Îïðåäåëèì ñòðàõî-

âîé ïîðòôåëü S(n, c,Ï,Â,Ð) � êàê òå îáÿçàòåëüñòâà, êîòîðûå âçÿëà íà ñåáÿ

ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ïåðåä ñâîèìè êëèåíòàìè. Îäíîâðåìåííî ñ îáÿçàòåëüñòâà-

ìè ïðîèñõîäèò è ïåðåäà÷à àêòèâîâ êîìïàíèè â ðàçìåðå òîãî, ñêîëüêî îíà

äîëæíà áóäåò âûïëàòèòü ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ. Çäåñü n � ÷èñ-

ëî äîãîâîðîâ, c � ñîáñòâåííûé êàïèòàë êîìïàíèè, Ï � ñóììà ïîñòóïèâøèõ

ñòðàõîâûõ ïðåìèé, òî åñòü ðàçìåð ôèíàíñîâûõ ñðåäñòâ, êîòîðûìè ðàñïîëà-

ãàåò ñòðàõîâùèê, äëÿ âåäåíèÿ äåëà, Â � ñóììà âûïëàò, òî áèøü îáúåì âû-

ïîëíåííûõ ñòðàõîâùèêîì îáÿçàòåëüñòâ, äåéñòâèòåëüíóþ ïëàò¼æåñïîñîáíîñòü

ñòðàõîâùèêà è Ð � ñóììà ñòðàõîâûõ ðåçåðâîâ � îáúåì ñòðàõîâîãî ôîíäà, äëÿ

âûïîëíåíèÿ îáÿçàòåëüñòâ ïåðåä ñòðàõîâàòåëÿìè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì èäåàëüíóþ ñèòóàöèþ ïîðòôåëÿ èç I íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ðèñêîâ Ri, i = 1, ..., I. Ri ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñîâîêóïíîãî óáûòêà ïî ðèñêó i çà îïðåäåëåííûé âðå-

ìåííîé ïðîìåæóòîê, íàïðèìåð çà îäèí ãîä. Ïîä ðèñêîì ìîæíî ïîíèìàòü

ìåëü÷àéøóþ åäèíèöó, êîòîðàÿ â îòäåëüíîñòè ìîãëà áû áûòü ïðåäìåòîì äî-

ãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ, òàê êàê ïîëèñå ÷àñòî áûâàåò óêàçàíî íåñêîëüêî ðèñêîâ.

Ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàò êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè V ko(S) ñîâîêóïíîãî óáûò-

êà

S = R1 + ...+RI

ðàâåí

(V ko(S))2 =
V ar(S)

(E(S))2
=
I · V ar(R1)

(I · E(R1))2
=

(V ko(R1))
2

I

è ñ ðîñòîì îáúåìà ïîðòôåëÿ I óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíîå îò-

êëîíåíèå Sta(S) =
√
V ar(S) ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèåE(S).

Ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà ñòàíîâèòñÿ ÿñåí èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà:
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P (|S − E(S)| > ε · E(S)) ≤ V ar(S)

ε2 · (E(S))2
=

(V ko(R1))
2

ε2 · I
cïðàâåäëèâîãî ïðè ëþáîì ε > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ

ñîâîêóïíûì óáûòêîì S ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áîëåå ÷åì íà 100%

óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì îáúåìà ïîðòôåëÿ I. Àáñîëþòíûé æå ðàçáðîñ çíà÷åíèé

ñîâîêóïíîãî óáûòêà âîêðóã ñðåäíåãî ñ ðîñòîì ïîðòôåëÿ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññêàçûâàåòñÿ î äâóõ ãðóïïàõ ìîäåëåé, à èìåííî

� èíäèâèäóàëüíûå è êîëëåêòèâíûå, à òàêæå î ñõåìå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé.

Îáçîð ìîäåëåé ñîâîêóïíîãî óáûòêà ãðóïïû ðèñêîâ

Ñóùåñòâóåò äâå ãðóïïû ìîäåëåé: èíäèâèäóàëüíûå è êîëëåêòèâíûå. Â

èíäèâèäóàëüíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî ãîäîâîãî óáûòêà ãðóïïû

ðèñêîâ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèé ãîäîâûõ ñîâîêóïíûõ

óáûòêîâ îòäåëüíûõ ðèñêîâ. Â ðèñêîâîì ñòðàõîâàíèè óçíàòü ðàñïðåäåëåíèå

óáûòêà îòäåëüíîãî ðèñêà ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, ïîýòîìó èíäèâèäóàëü-

íàÿ ìîäåëü èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ îäíîðîäíûõ ãðóïï ðèñêîâ. Îíà îñîáåííî

âàæíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñîâîêóïíûõ óáûòêîâ

îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèõ ãðóïï ðèñêîâ.

Â êîëëåêòèâíîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà ãðóïïû ðèñ-

êîâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà óáûòêîâ è ðàçìåðà óáûòêà â

îäíîì ñòðàõîâîì ñëó÷àå, ïðè ýòîì ïëîñêîñòü îòäåëüíûõ ðèñêîâ íå çàäåéñòâó-

åòñÿ. Ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ðåàëèñòè÷íî ñìîäåëèðîâàòü õâîñò

ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî óáûòêà è ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î âåðîÿòíîñòè

ëþáîãî ðàçìåðà ãîäîâûõ ïîòåðü. Òàêèì îáðàçîì, êîëëåêòèâíàÿ ìîäåëü íåïîñ-

ðåäñòâåííî ðåøàåò âàæíóþ ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó, â òî âðåìÿ êàê èíäèâèäó-

àëüíàÿ ìîäåëü íàõîäèò ïðèìåíåíèå ëèøü îïîñðåäîâàííî êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü

äðóãèõ ìîäåëåé.

Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ

Ðåøàþùåå çíà÷åíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè èìååò ñàìûé ïåðâûé øàã �

âûáîð ìîäåëè. Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äåëîì òåõíèêè, ïîñêîëüêó â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçëè÷íûå âñïî-

ìîãàòåëüíûå ñðåäñòâà çíà÷èòåëüíî óñîâåðøåíñòâîâàëèñü áëàãîäàðÿ ñòðåìè-

òåëüíîìó ðàçâèòèþ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Íà òðåòüåì øàãå ïðîâåðÿåò-
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ñÿ ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè äàííûì (ïðîâåðêà ãèïîòåçû ñîãëàñèÿ). Òîëüêî â ñëó-

÷àå óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà èìååò ñìûñë ÷åòâåðòûé øàã � ïîëó÷åíèå

îòâåòà íà èíòåðåñóþùèé âîïðîñ â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè. Íàêîíåö, íà

ïÿòîì øàãå îòâåò íåîáõîäèìî óòâåðäèòü, óáåäèâøèñü â åãî ïðèåìëåìîñòè è

ïðîâåðèâ ÷óâñòâèòåëüíîñòü (âëèÿíèå âûáðîñîâ è ò. ä.). Íà ýòîì ýòàïå ñíî-

âà ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ ìîäåëè è ïðîõîæäåíèÿ âñåõ

øàãîâ çàíîâî.

Âî òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà îá îïòèìàëüíîñòè ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè îöåíîê, ñòðîèòñÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè ñòàâêè óáûòêà

îò îáúåìà ñòðàõîâîé ñóììû â äâóõ ñëó÷àÿõ.

Ìîäåëèðîâàíèå çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè îò îáúåìà

Ïðèâåäåì òåîðåìó îá îïòèìàëüíîñòè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îöåíîê, âçâå-

øåííûõ â îáðàòíîé ïðîïîðöèè ñî ñâîèìè äèñïåðñèÿìè (íåòî÷íîñòüþ), ïî-

ñêîëüêó íà íåå ìîæíî áóäåò ññûëàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T1, ..., TI � íåçàâèñèìûå íåñìåùåííûå îöåíêè âåëè÷èíû

t: E(ti) = t, 1 ≤ i ≤ I è ïóñòü T = T1w1 + ... + TIwI � ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ ýòèõ îöåíîê, ïðè÷åì w1 + ... + wI = 1, òî åñòü E(T ) = t. Òîãäà

ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà T ìèíèìàëüíóþ äèñïåð-

ñèþ èìååò êîìáèíàöèÿ ñ âåñàìè wi, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè V ar(Ti) :

wi = w / V ar(Ti) äëÿ âñåõ i = 1, ..., I.

Ñëó÷àé îäíîðîäíûõ ðèñêîâ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

m = E(Ri), 1 ≤ i ≤ I, S2 = V ar(Ri), 1 ≤ i ≤ I, (1)

ãäå Ri�îäíîðîäíàÿ ãðóïïà ðèñêîâ è äëÿ ñîâîêóïíîãî óáûòêà ãðóïïû ðèñêîâ

S =
I∑
i=1

Ri, (2)

Èñïîëüçóåì áîëåå íàãëÿäíóþ íîðìèðîâàííóþ íà îáúåì ñëó÷àéíóþ âå-

ëè÷èíó, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò óáûòîê íà îäèí ñòðàõîâîé ãîä:

Z =
S

I
(3)
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äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî

E(Z) = m, V ar(Z) =
s2

I
(4)

Ïðè èçâåñòíûõ ðåàëèçàöèÿõ ri âåëè÷èí Ri çíà÷åíèÿ

m̂ =
1

I

I∑
i=1

ri, ŝ2 =
1

I − 1

I∑
i=1

(ri − m̂)2 (5)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñìåùåííûå îöåíêè äëÿ m è S2.

Íî äàííûå ïî îòäåëüíûì ðèñêàì ÷àñòî áûâàþò íåäîñòóïíû, è â ðàñïî-

ðÿæåíèè èìåþòñÿ òîëüêî ñóììàðíûå ãîäîâûå ïîêàçàòåëè ÷èñëà ðèñêîâ Ij è

î÷èùåííîãî îò èíôëÿöèè óáûòêà íà îäèí ñòðàõîâîé ãîä zj ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû Zj ïîðòôåëÿ çà íåñêîëüêî ëåò j = 1, ..., J . Åñëè äàííûå î÷èùåíû îò

èíôëÿöèè, è èçìåíåíèÿ â îáúåìå ïîêðûòèÿ èëè ñòðóêòóðå óáûòêà ïðåíåáðå-

æèìî ìàëû, òî ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû Ri, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m è s2 äëÿ

âñåõ ëåò ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè: E(Zj) = m è V ar(Zj) =
s2

Ij
. Òîãäà

íåñìåùåííûå îöåíêè äëÿ m è s2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì èñïîëüçóÿ òåîðåìó

1.

m̂ =

J∑
j=1

Ijzj

J∑
j=1

Ij

, ŝ2 =
1

J − 1

J∑
j=1

Ij(zj − m̂)2 (6)

Ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ðèñêîâ

Â áîëüøèíñòâå âèäîâ èìóùåñòâåííîãî ñòðàõîâàíèÿ äëÿ ðèñêîâ îäíîé

òàðèôíîé ãðóïïû èñïîëüçóåòñÿ îäèíàêîâàÿ ñòàâêà ïðåìèè, êîòîðàÿ óìíî-

æàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðàõîâûå ñóììû. Òåì ñàìûì ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïðîïîðöèîíàëüíîñòü

E(Ri) = m · ui, i = 1, ..., I (7)

(m íå ñîâïàäàåò ñ èñïîëüçîâàííûì âûøå). Ïðèíèìàåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà
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E(Ri) = E(R1)ui/u1, V ar(Ri) = V ar(R1)ui/u1 (8)

äëÿ âñåõ i = 1, ..., I.

Ïóñòü

ν =
I∑
i=1

ui (9)

ñîâîêóïíàÿ ñòðàõîâàÿ ñóììà ãðóïïû ðèñêîâ. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ

m =
E(R1)

u1
, s2 =

V ar(R1)

u1
(10)

äëÿ ñîâîêóïíîãî óáûòêà

S =
I∑
i=1

Ri (11)

íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ, ïîëó÷èì

E(S) = m · ν, V ar(S) = s2 · ν. (12)

Ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâàííîé íà îáúåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé òåïåðü âû-

ñòóïàåò ñòàâêà óáûòêà

Z =
S

ν
, (13)

èìåþùàÿ (àíàëîãè÷íî óáûòêó íà îäèí ñòðàõîâîé ãîä) ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå

E(Z) = m (14)

è äèñïåðñèþ

V ar(Z) =
s2

ν
, (15)

òî îïðàâäûâàåò ïðèìåíåíèå îäèíàêîâûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ ñòàâêè óáûòêà è

óáûòêà íà îäèí ñòðàõîâîé ãîä (óñëîâèå ui = 1 ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåííîìó
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âûøå îäíîðîäíîìó ñëó÷àþ).

Íåñìåùåííûå îöåíêè äëÿ m è s2 íà áàçå ðåàëèçàöèé ri âåëè÷èí Ri

ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

m̂ =
I∑
i=1

ri
ν

=
I∑
i=1

ui
ν
· ri
ui
, ŝ2 =

1

I − 1

I∑
i=1

ui

(
ri
ui
− m̂

)2

(16)

Ïóñòü Zj, 1 ≤ j ≤ J - î÷èùåííàÿ îò èíôëÿöèè ñòàâêà óáûòêà ãðóïïû

ðèñêîâ â j-ì ãîäó, è νj - ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåì, âûðàæåííûé ñîâîêóïíîé

ñòðàõîâîé ñóììîé. Òîãäà âåëè÷èíû m è s2, ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííûìè â

òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò: E(Zj) = m è V ar(Zj) = s2/νj Íåñìåùåííûå îöåíêè

ïàðàìåòðîâ m è s2 íà îñíîâå ðåàëèçàöèé zj âåëè÷èí Zj ( ñíîâà àíàëîãè÷íî

óáûòêó íà îäèí ñòðàõîâîé ãîä) ðàâíû

m̂ =

J∑
j=1

νjzj

J∑
j=1

νj

, (17)

ŝ2 =
1

J − 1

J∑
j=1

νj(zj − m̂)2 =
1

J − 1

J∑
j=1

νjz
2
j −

ν+
J − 1

· m̂2, (18)

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîêàçàí ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ÷èñëà óáûòêîâ ñ

ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà.

Ìîäåëèðîâàíèå ÷èñëà óáûòêîâ

ÏóñòüN � ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ â îïðåäåëåí-

íîì ôèêñèðîâàííîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå (íàïðèìåð, â ïðåäñòîÿùåì êà-

ëåíäàðíîì ãîäó) è îòíîñÿùèõñÿ ê ïîðòôåëþ ðèñêîâ (íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòè

ðèñêîâ ñòðàõîâàíèÿ àâòîãðàæäàíñêîé îòâåòñòâåííîñòè). Òîãäà ïðè âûïîëíå-

íèè äîâîëüíî îáùèõ ïðåäïîñûëîê N èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà:
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P (N = n) =
θne−θ

n!
, n = 0, 1, 2, ...,

ñ ïàðàìåòðîì θ = E(N) = V ar(N). Ïåðå÷èñëèì ýòè ïðåäïîñûëêè:

1. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÷èñëà óáûòêîâ â äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäûí-

òåðâàëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà íåçàâèñèìû,

2. îäíîâðåìåííî íå ìîãóò ïðîèçîéòè äâà è áîëåå óáûòêà (ðåãóëÿðíîñòü òàê

íàçûâàåìîé ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè),

3. óáûòêè ìîãóò ïðîèñõîäèòü â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè (íåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè).

Â ïÿòîì ðàçäåëå âûâîäèòñÿ ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòðîÿò-

ñÿ ãðàôèêè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α, äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ

ìîäåëü ñîâîêóïíîãî ãîäîâîãî óáûòêà Z (êàê îäíîðîäíîé, òàê è íåîäíîðîä-

íîé) ãðóïïû ðèñêîâ è ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü

îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà ïîðòôåëÿ ðèñêîâ ñ ïîìî-

ùüþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññà âåðîÿòíîñòåé ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êå Ri =

0, âåäü ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ âèäàõ ðèñêîâîãî ñòðàõîâàíèÿ ïîäàâëÿþùåå áîëü-

øèíñòâî ðèñêîâ (â îòäåëüíî âçÿòîì ãîäó) íå ïîðîæäàåò óáûòêîâ. Çíà÷èò,

ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ri íå èìååò íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòè è

äàëåêî îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî

óáûòêà S ìàëîé (êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ïðàêòèêè) ãðóïïû ðèñêîâ àïïðîê-

ñèìèðóåì ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà Ri îòäåëüíîãî ðèñêà i íåïðå-

ðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, äîïóñêàþùèì ÿâíûé pac÷åò ñâåðòîê. Äëÿ ãðóáîé

àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû Ri äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî îñíîâ-

íàÿ ìàññà âåðîÿòíîñòåé íàõîäèòñÿ â íóëå. Â ïîñëåäóþùåì ïðîöåññå ñâåðò-

êè íåòî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè äîâîëüíî áûñòðî íèâåëèðóåòñÿ è äîñòèãàþòñÿ

î÷åíü áëèçêèå ê ðåàëüíîñòè ìîäåëè ñîâîêóïíîãî óáûòêà.

Ñàìûì èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå (0;∞), ïîçâîëÿþùèì

ðàññ÷èòàòü ñâåðòêè â ÿâíîì âèäå, ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíî-

ñòüþ
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g(x) = e−xα / µ · xα−1 (α / µ)α

Ã(α)
, x > 0. (19)

Îòñòóïàÿ îò îáû÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, âû-

áðàëè ïàðàìåòðèçàöèþ ñ ó÷àñòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ µ. Äèñïåðñèÿ

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà µ2 / α, êîýôôèöèåíò âàðèàöèè 1 /
√
α, àñèììåò-

ðèÿ 2 / Ã(α).

Ïîëó÷åíèå ïëîòíîñòåé γ - ðàñïðåäåëåíèé

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 19 ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ïëîò-

íîñòè äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α è ïîñòî-

ÿííîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ðàâíîì 1, ÷òîáû ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè è

áîëåå ïîäðîáíî ïîíÿòü êàê âåäåò ñåáÿ ôóíêöèÿ.

g(x) = e−x·α · xα−1 (α)α

Ã(α)
, x > 0. (20)

Èòàê èìååì ñëåäóùóþ êàðòèíó: ïðè α = 1 ïîëó÷àåòñÿ óáûâàþùåå ïî

ýêñïîíåíòå èç òî÷êè g(0) = 1 ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå; ïðè α < 1

ãðàôèê âûãëÿäèò åùå áîëåå àñèììåòðè÷íûì è åùå êðó÷å óáûâàåò èç òî÷êè

g(0) = ∞; ïðè α > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g(0) = 0; åäèíñòâåííàÿ ìîäà

èìååò çíà÷åíèå µ− µ/α, à âèä ïëîòíîñòè ñ ðîñòîì α ñòàíîâèòñÿ âñå ñèììåò-

ðè÷íåå è áîëåå ïîõîæ íà íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. (Ïëîòíîñòè ïðè α = 0, 04

è α = 0, 2 ïåðåñåêàþòñÿ ñëåâà è ñïðàâà çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 1)

Âàæíî, ÷òîáû àïïðîêñèìèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû Ri èìåëî

êàê ìîæíî áîëüøèé âåðîÿòíîñòíûé âåñ âáëèçè íóëåâîé òî÷êè, ïîòîìó ÷òî,

êàê ïîêàçûâàåò ïðàêèêà, îñíîâíàÿ ìàññà âåðîÿòíîñòåé ñîñðåäîòî÷åíà èìåííî

â ýòîé òî÷êå, ïîýòîìó ïðèíèìàåì â ðàññìîòðåíèå òîëüêî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû α < 1. Íàïðèìåð, ïðè α = 0, 02 89% âåðîÿòíîñòíîé

ìàññû ñîñðåäîòî÷åíî â îáëàñòè íèæå çíà÷åíèÿ µ / 10.

Îäíîðîäíûé ñëó÷àé

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì îäíîðîäíóþ ãðóïïó ðèñêîâ è àïïðîêñèìèðóåì

íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû Ri ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðà-

ìè

µ = m è α = m2 / s2, (21)
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Ðèñóíîê 1 � Ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 1

ãäå m = E(Ri) è s2 = V ar(Ri).

Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè èç óñëîâèé ðàâåíñòâà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ýìïèðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Òîãäà â ðåçóëüòàòå I-

êðàòíîé ñâåðòêè ãàììà ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè µ è α ïîëó÷èì ðàñïðå-

äåëåíèå ñîâîêóïíîãî óáûòêà ãðóïïû I íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ Ri.

I-êðàòíàÿ ñâåðòêà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé ñíîâà äàåò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå,

íî ñ ïàðàìåòðîì ñðåäíåãî I · µ è ïàðàìåòðîì ôîðìû I · α. Ïåðåõîä îò ñîâî-

êóïíîãî óáûòêà S ê íîðìèðîâàííîé íà îáúåì âåëè÷èíå Z = S / I (óáûòîê íà

îäèí ñòðàõîâîé ãîä) íå èçìåíÿåò òèï ðàñïðåäåëåíèÿ, à çíà÷èò Z áóäåò èìåòü

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì ñðåäíåãî µ è ïàðàìåòðîì ôîðìû I · α.
Ïîñòðîåííîå íà îñíîâå ïðèåìëåìûõ àïïðîêñèìàöèé ðàñïðåäåëåíèé îò-

äåëüíûõ ðèñêîâ, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ âïîëíå ðåàëèñòè÷-

íîé ìîäåëüþ äëÿ ñîâîêóïíîãî è íîðìèðîâàííîãî óáûòêîâ ãðóïïû îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ.
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Íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé

Â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ñîâîêóïíûé óáûòîê ãðóïïû ðèñêîâ

èìååò ðàçíûå ñòðàõîâûå ñóììû, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ î÷åíü âûãîäíûì ñâîé-

ñòâîì äëÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî. Ñóììà íåçàâèñèìûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ ðèñêîâ Ri èìååò

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû µ è α íå îäèíàêîâû

äëÿ âñåõ ðèñêîâ i, íî îòíîøåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïîñòîÿííî, ò.å. µi / αi =

const.

Òàêèì îáðàçîì ñíîâà îòòàëêèâàåìñÿ îò ðàñïðåäåëåíèé îòäåëüíûõ ðèñ-

êîâ, ÷òî ãàðàíòèðóåò íàèáîëüøóþ ïðàâäîïîäîáíîñòü ìîäåëè ñîâîêóïíîãî óáûò-

êà. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ñîâîêóïíîãî óáûòêà Ri îòäåëüíîãî ðèñêà ñî ñòðàõîâîé

ñóììîé ui ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

µi = m · ui è αi = m2ui / s
2 (22)

Òîãäà µi / αi äåéñòâèòåëüíî äëÿ âñåõ ðèñêîâ îäèíàêîâî, è S = R1 +

... + RI òîæå èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, íî ñ ïàðàìåòðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ

µ1 + ...+ µI = m · ν (23)

è ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû

α1 + ...+ αI = m2 · ν / s2, (24)

ãäå ν = u1 + ...+ uI .

Êàê âèäèì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî óáûòêà áóäåò

ñíîâà äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñëîæèòü ïàðàìåòðû. Ñòàâêà óáûòêà Z = S / ν

áóäåò èìåòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè m è m2 · ν / s2.
Ñîîòâåòñòâåííî, êàê â îäíîðîäíîì, òàê è â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå ìîæíî

ìîäåëèðîâàòü íîðìèðîâàííóþ íà îáúåì âåëè÷èíó óáûòêà Z ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì

ñ ïàðàìåòðàìè

µ è ν · α,
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ãäå

µ = m � ñðåäíåå çíà÷åíèå,

ν � èçâåñòíûé îáúåì (÷èñëî ñòðàõîâûõ ëåò èëè ñîâîêóïíàÿ ñòðàõîâàÿ

ñóììà),

α = m2 / s2.

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Â ïîñòðîåííîé ìîäåëè íîðìèðîâàííûé íà èçâåñòíûé îáúåì νj ñîâîêóï-

íûé óáûòîê Zj = Sj / νj j-ãî ãîäà èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ µ è ïàðàìåòðîì ôîðìû νjα (äèñïåðñèÿ ðàâíà

µ2 / (νjα)). Äâà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà µ è α îöåíèâàþòñÿ ïðèâû÷íûìè

ìåòîäàìè íà îñíîâàíèè ãîäîâûõ ðåàëèçàöèé zj, 1 ≤ j ≤ J . Èñïîëüçóÿ íåñìå-

ùåííûå îöåíêè äëÿ m è s2 (17) è (18), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ

µ = m, α = m2 / s2, (25)

ïîëó÷àåì îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ

µ̂ =

J∑
j=1

νjzj

J∑
j=1

νj

, (26)

α̂ =
µ̂2(J − 1)

J∑
j=1

νj(zj − µ̂)2
. (27)

Çíà÷åíèå µ̂ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

äëÿ µ. Îöåíêà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ α óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
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J∑
j=1

νj
(
ln(α̂νjzj / µ̂)−Ψ(α̂νj)

)
= 0 (28)

ãäå

Ψ(x) =
d(ln(Ã(x)))

dx
= Ã

′
(x) / Ã(x) (29)

åñòü äèãàììà-ôóíêöèÿ. Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè

Ψ(x) ≈ ln(x)− x−1 / 2− x−2 / 12 + (x−4 − 0, 46x−6) / 120, (30)

èìåþùåé ïðè x > 5 òî÷íîñòü äî 8 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, à òàêæå ðåêóðñèè

Ψ(x) = Ψ(x+ 1)− 1 / x. (31)

Çàìåíèâ Ψ(ανj) íà

Ψ(ανj) = Ψ(ανj + 5)− 1

ανj + 4
− 1

ανj + 3
− 1

ανj + 2
− 1

ανj + 1
− 1

ανj
(32)

è âûðàçèâ α èç ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì èòåðàöèîííóþ

ôîðìó óðàâíåíèÿ
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α = J

/
J∑
j=1

νj

(
Ψ(ανj + 5)− 1

ανj + 4
− 1

ανj + 3
−

− 1

ανj + 2
− 1

ανj + 1

)
− ln

(
ανjzj
µ̂

)
. (33)

Äëÿ çàïóñêà èòåðàöèè èñïîëüçóåì âìåñòî Ψ(ανj + 5) ôîðìóëó ?? è ïîäñòàâ-

ëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ α åãî îöåíêó ïî ìåòîäó

ìîìåíòîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñàìîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ òðåáóåòñÿ çíà÷åíèå ln((x)).

Ïðè x > 3 óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèåé

ln(Ã(x)) ≈ 1

2
ln

(
2π

x

)
+ x · ln(x)− x+

+

(((
1− 2

3x2

) 2

7x2
− 1

)
1

30x2
+ 1

)
1

12x
, (34)

èìåþùåé òî÷íîñòü äî 7 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, à ïðè 0 < x ≤ 3 - ðåêóðñèåé

ln(Ã(x)) = ln(Ã(x+ 1))− ln(x). (35)

Øåñòîé ðàçäåë ïîñâÿùåí âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñëåäóþùåãî âèäà: â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ çà ãðóï-

ïîé èç N0 îäíîðîäíûõ îáúåêòîâ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè T êàæäîìó

èç îäèíàêîâûõ ïî ïðîäîëæèòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ âðåìåíè ∆t = tj− tj−1(j =

1, 2, ..., J) ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñîáûòèé νj è çíà÷åíèÿ

ñòðàõîâûõ óùåðáîâ ïî ìíîæåñòâó ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ z(ν)j (ν = 1, 2, ...,mi).

Ïðè ñòðàõîâàíèè N îáúåêòîâ (ãäå N 6= N0) óäàëîñü íàéòè âåðîÿòíî-
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ñòè p
(0)
0 , p

(0)
1 , ..., p

(0)
k , ... òîãî, ÷òî íà ãîäîâîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðîèçîøëî

0, 1, 2, 3, ..., k, ... ñòðàõîâûõ ñîáûòèé. Òîãäà åñëè F0(x) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñòðàõîâîãî óùåðáà â åäèíè÷íîì ñòðàõîâîì ñîáûòèè, òî ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñóììû k íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x), âû-

ðàæàåòñÿ k-êðàòíîé ñâåðòêîé ýòîé ôóíêöèè

P{W < x|k} = F (k)(x) = (∗)kF0(x)(k = 2, 3, ...). (36)

Òàê êàê ðàïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ íîðìèðîâàí-

íîñòè
∞∑
k=0

p
(0)
k = 1, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî

ñòðàõîâîãî óùåðáà íà ãîäîâîì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìó-

ëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

R0(x) =
∞∑
k=0

p
(0)
k P{W < x|k} =

∞∑
k=0

p
(0)
k F k(x). (37)

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè F0(x) ìîæíî âçÿòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïëîòíîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå 19, ïîñêîëüêó ïîçâîëèò èçáåæàòü íåîá-

õîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ ñâåðòîê ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ýòè ñâåðòêè â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ïî îïåðàöèè ñâåðòêè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

ôîðìóëó 37 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

R(x) = p0 +
∞∑
k=1

pkFγ(x|kα, µ), (38)

ãäå Fγ(x|kα, µ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî ñòðàõîâîãî óáûòêà â ðå-

çóëüòàòå íàñòóïëåíèÿ k ñòðàõîâûõ ñîáûòèé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíîãî ñòðàõîâîãî óáûò-

êà ïî ôîðìóëå 38 íóæíî íàéòè ïàðàìåòðû Fγ(x|kα, µ) è ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ÷èñëà ñòðàõîâûõ ñîáûòèé pk. Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé

1 èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå:

Äàëåå ïî ôîðìóëàì 28 è 29 íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ (äëÿ íàõîæäåíèÿ α), èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðèâåäåí-
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Òàáëèöà 1 � Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î ñòðàõîâûõ óáûòêàõ ïî ìåñÿöàì

j νj zj × 10−6(ðóá.)
1 3 15,6
2 4 79,4
3 5 44,6
4 8 51,5
5 12 19,4
6 13 38,6
7 24 133,3
8 13 38,6
9 17 40,5
10 25 20,4
11 25 21,8
12 42 87,2

íûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðè÷åì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ α äëÿ çà-

ïóñêà èòåðàöèè íåîáõîäèìî âçÿòü îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ.

J∑
j=1

νj

(
ln
(α̂νjzj

µ̂

)
−Ψ(α̂νj)

)
= 0 (39)

ãäå

Ψ(x) =
d
(

ln
(
Ã(x)

))
dx

=
Ã

′
(x)

Ã(x)
(40)

îòêóäà

αk = J

/
J∑
j=1

νj

(
Ψ(αk−1νj + 5)− 1

αk−1νj + 4
− 1

αk−1νj + 3
−

− 1

αk−1νj + 2
− 1

αk−1νj + 1

)
− ln

(
αk−1νjzj

µ̂

)
,

ãäå k � ÷èñëî èòåðàöèé, à
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α0 =
µ̂2(J − 1)

J∑
j=1

νj(zj − µ̂)2

. (41)

Èòåðàöèè ïðîâîäèì äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçíèöà ìåæäó ïðåäûäóùåì è

ïîëó÷åííûì α áóäåò áîëüøå ε, ãäå ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ

C + +, èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, óäàëîñü ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α

ñ òî÷íîñòüþ äî 8 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé çà 15 èòåðàöèé. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå áûëî ïîñ÷èòàíî èç îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé

â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

µ̂ =

J∑
j=1

νjzj

J∑
j=1

νj

,

Îòêóäà ïîëó÷àåì α = 0, 151006, µ = 56, 7586.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ ðàñ÷èòûâàþò-

ñÿ âûáîðî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ÷èñëà ñòðàõîâûõ ñëó-

÷àåâ íà ìåñÿ÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðè J = 12:

m =

J∑
j=1

νj

J
(42)

D =

J∑
j=1

(νj −m)2

J − 1
(43)

Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì m = 15, 916, D = 130, 447.

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ m < D, ïîýòîìó ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì èäåíòèôèöèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòðàõîâûõ

ñîáûòèé c ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà.
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Òàêèì îáðàçîì äëÿ âåðîÿòíîñòåé pk(t) ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

pk(t) = e−θ
θk

k!
k = 0, 1, 2, ..., (44)

ãäå θ = λNt, Nt � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ; λ � ïàðàìåòð ïîòîêà, êîòîðûé âû-

ðàæàåò èíòåíñèâíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñòðàõîâûõ ñîáûòèé â ãðóïïå ñòðàõóåìûõ

îáúåêòîâ.

Îöåíêà ïàðàìåòðà λ îïðåäåëÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, íàõîäèò-

ñÿ ïî ôîðìóëå:

λ =
νc
N0T

ãäå nuc � ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ, çàôèêñèðîâàííûõ â ãðóïïå íàáëþäàåìûõ

îáúåêòîâ, T � èíòåðâàë âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà ÿçûêå Python íàõîäèì çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà λ = 0.015916 ïðè N = 1000, T = 12 è nuc =
∑T

j=1 nuj = 191

è äàëåå ïîäñ÷èòûâàåì âåðîÿòíîñòè pk äëÿ êàæäîãî k = 0, ..., 20 ïî ôîðìóëå

44.

Äàëåå, òàêæå íà ÿçûêå Python, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ïîëó÷åííîé

ìîäåëè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 38. Ïðè÷åì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fγ(x|kα, µ)

ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ:

Fγ(x|α, µ) =
1

Ã(α)
γ(α, αxµ)

ãäå γ � íèæíÿÿ íåïîëíàÿ ãàììà- ôóíêöèÿ, ò.å. âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

γ(s, x) =

∫ x

0

ts−1e−tdt

Íî âïîëíå ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò äàííîé ôîðìóëû è ðàçðàáîòêè î÷åðåä-

íîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, èñïîëüçóÿ áèáëèîòåêó Python Scipy, â êîòîðîì óæå

åñòü ýòà ôóíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 2 èìååì ñëåäóþùèé ãðàôèê

äëÿ R(x).

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïîëó÷åííîé ìîäåëè íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
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Ðèñóíîê 2 � Ãðàôèê ìîäåëè R(x)

ãðàôèê ôóíêöèè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-

ìà íà ÿçûêå Python â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 3 èìååì ñëåäóþùèé ãðàôèê:
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Ðèñóíîê 3 � Ãðàôèê ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñîîòâåòñòâåííî íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ è ãðàôèêîâ ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî êîãäà íîðìèðîâàííûé íà îáúåì óùåðá (óáûòîê)

zj çàâèñèò â áîëüøåé ñòåïåíè îò ðàçìåðà óáûòêà, òî èñïîëüçîâàíèå ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì âàðèàíòîì.

Â äàéëüíåéøåì, íà îñíîâå òàêèõ äàííûõ ó ñòðàõîâîé êîìïàíèè åñòü

âîçìîæíîñòü ÷åòêî ïðåäñòàâëÿòü õàðàêòåð ðèñêîâ, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ

áóäóùèõ êëèåíòîâ ïîçâîëèò àäåêâàòíî ïðîèçâåñòè ñòðàõîâîé ðàñ÷åò.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Ðàññìîòðåíû äâå ãðóïïû ìîäåëåé, âûÿâëåíû èõ ïðåèìóùåñòâà è íåäî-

ñòàòêè, âûäåëåí îáùèé ïðèíöèï èõ ïîñòðîåíèÿ.

2. Ïîñòðîåíà ìîäåëü çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè îò îáúåìà â ñëó÷àå îäíîðîä-

íûõ è íåîäíîðîäíûõ ðèñêîâ;

22



3. Èññëåäîâàííî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, ïîëó÷åíû ïëîòíîñòè ïðè ðàçëè÷-

íûõ ïàðàìåòðàõ, íàïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èõ ãðàôèêîâ íà ÿçûêå

ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python 3;

4. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ñîâîêóïíîãî óáûòêà ïîðòôåëÿ ðèñêîâ â îäíîðîäíîì

è íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå.

5. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä, îöåíèâàþùèé ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ;

6. Ñîçäàí êîä íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++, ïîçâîëÿþùèé ñìîäåëè-

ðîâàòü èëè èäåíòèôèöèðîâàòü ñîâîêóïíûé ñòðàõîâîé óáûòîê, îöåíèòü

ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííîãî ÷èñëåííîãî

ìåòîäà.

7. Íà ÿçûêå Python 3 ïîñòðîåí ãðàôèê ïîëó÷åííîé ìîäåëè è ñäåëàí âûâîä

î òîì, íàñêîëüêî ïîäõîäèò ãàììà ðàñïðåäåëåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ñîâîêóïíîãî óáûòêà.
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