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Ââåäåíèå. Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-

íûõ çàäà÷. Òåîðèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ � íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè, ñâÿçàí-

íîå ñ ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè ïðèêëàäíûìè ïðîáëåìàìè: èíòåðïðåòàöèåé

ïîêàçàíèé ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ, ãåîôèçè÷åñêèõ, ãåîëîãè÷åñêèõ, àñò-

ðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, îïòèìèçàöèåé óïðàâëåíèÿ è ïëàíèðîâàíèÿ, ñèí-

òåçîì àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èëè êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè íàçûâàåòñÿ ïîñòàâëåííîé êîððåêòíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò;

2)ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî;

3)ðåøåíèå çàäà÷è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò äàííûõ çàäà÷è.

Çàäà÷è, íå óäîâëåòâîðÿþùèå õîòÿ áû îäíîìó èç óñëîâèé êîððåêòíîñòè,

íàçûâàþòñÿ íåêîððåêòíûìè èëè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé, çà-

äàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ è ìåòîä åå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàþùèõ èí-

òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ôèíèòíûìè íîðìèðîâàííûìè ÿäðàìè.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

1. Èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïî òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-

íûõ çàäà÷.

2. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-

ìåíòà.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàçäåëîâ, äâóõ ðàçäåëîâ

ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è ïðè-

ëîæåíèÿ.

Âî ââåäåíèè îïèñûâàåòñÿ îáëàñòü ðàáîòû è ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ öåëü

èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ òåî-

ðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-

íûõ çàäà÷.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

ãëàäêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ.
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Â ÷åòâåðíîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ôèíèò-

íûìè íîðìèðîâàííûìè ÿäðàìè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ðåàëèçóåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà-

÷è.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ñ++.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâîì ðàçäåëå ¾Ïîíÿòèÿ êîððåêò-

íî è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷¿ ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ òåîðèåé íåêîððåêòíûõ çàäà÷.

Êîððåêòíî è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê òàêîìó øèðî-

êîìó êëàññó ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ: ôèçèêå, òåõíèêå, â ÷àñòíîñòè � çàäà÷è îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ôè-

çè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðÿä çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñâîäèòñÿ ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ âèäà

Au = f, u ∈ Z, f ∈ U, (1)

êîòîðîå ñ ïîäõîäÿùèìè ïðîñòðàíñòâàìè (êîíå÷íîìåðíûìè, ôóíêöèîíàëüíû-

ìè) Z,U, à òàêæå ñ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì A : Z → Uâîçíèêàåò â ðàçëè÷íîãî

ðîäà èññëåäîâàíèÿõ. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â íàèáîëåå âàæíûõ è èíòå-

ðåñíûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå íåóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê

îøèáêàì èñõîäíûõ äàííûõ � îïåðàòîðà è �ïðàâîé ÷àñòè�� f èëè, äðóãèìè

ñëîâàìè, çàäà÷à ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-

íîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1) Z,U � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà,

A : Z → U - íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ z èç óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ðîäà (1) áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé, åñëè:

1) óðàâíåíèå (1) ðàçðåøèìî äëÿ âñåõ f ∈ U ;
2)ðåøåíèå åäèíñòâåííî;

3)ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî âîçìóùåíèþ ïðàâîé ÷àñòè, ò.å. ìàëûì â ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà U âîçìóùåíèÿì ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþò è ìàëûå â ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà Z âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ u.
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Çàäà÷è, íå óäîâëåòâîðÿþùèå õîòÿ áû îäíîìó óñëîâèþ êîððåêòíîñòè, íà-

çûâàþòñÿ íåêîððåêòíûìè çàäà÷àìè (èëè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè).

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèé íåêîððåêòíî ïî-

ñòàâëåííûõ çàäà÷.

Ìåòîä ïîäáîðà. Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå

ñïîñîáîì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîäáîðà. Îí

ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ u íåêîòîðîãî çàðàíåå çàäàííîãî ïîäêëàññà

âîçìîæíûõ ðåøåíèé ( ∈ Z) âû÷èñëÿåòñÿ îïåðàòîð Au, ò. å. ðåøàåòñÿ ïðÿ-

ìàÿ çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áåðåòñÿ òàêîé ýëåìåíò u0 èç

ìíîæåñòâà , íà êîòîðîì íåâÿçêà pU(Au, f) äîñòèãàåò ìèíèìóìà, ò. å.

pU(Au0, f) = inf pU(Au, f)u ∈M

Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) èçâåñòíà òî÷íî, ò. å. f = fT , è òðåáóåòñÿ

íàéòè åãî ðåøåíèå fT .

Îáû÷íî â êà÷åñòâå áåðåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ u, çàâèñÿùèõ îò

êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, ìåíÿþùèõñÿ â îãðàíè÷åííûõ ïðåäåëàõ òàê,

÷òîáû áûëî çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè

èñêîìîå òî÷íîå ðåøåíèå uT óðàâíåíèÿ (1) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó , òî

inf
u∈M

pU(Au, f) = 0 è äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíèöà íà òî÷íîì ðåøåíèè

uT . Åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî ýëåìåíò u0, ìèíèìè-

çèðóþùèé pU(Au, f), îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè.

Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷àñòî ïðèâîäÿò ê íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííûì çàäà÷àì. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ôðåäãîëü-

ìà ïåðâîãî ðîäà

A[x, u] =

b∫
a

K(x, s)u(s)ds = f(x), c ≤ x ≤ d. (2)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå íå äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x). Î÷åâèäíî, ÷òî

åñëè K(x, s) èìååò îïðåäåëåííûé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè ïî , òî íå ñóùåñòâóåò

ôóíêöèè u(s) ∈ L2 , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2), åñëè f(x) èìååò ìåíü-
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øèé ïîðÿäîê ãëàäêîñòè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (2), ò. å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f̃(x) óðàâíåíèå

(2) èìååò ðåøåíèå ũ(s), òî òîëüêî îäíî.

Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ðàâíîìåð-

íî àïïðîêñèìèðóþùåãî ū(s), áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðèíöèïå ðåãóëÿðèçà-

öèè: ñåìåéñòâî ôóíêöèé uα(s), çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà α, ìû áóäåì íàçûâàòü

ðåãóëÿðèçîâàííûì ñåìåéñòâîì ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, åñëè :

1) fα(x) = A[x, uα(s)]→ f̄(x) ïðè α→ 0;

2) ôóíêöèè uα(s) ïðè ëþáîì α ïðèíàäëåæàò êîìïàêòíîìó êëàññó ôóíê-

öèé Z, ñîäåðæàùåìó ū(s). Ðåãóëÿðèçîâàííîå ñåìåéñòâî ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ū(s) ïðèα→ 0

Ñãëàæèâàþùèå ôóíêöèîíàëû ïðåäñòàâëÿþò óäîáíûé àïïàðàò äëÿ ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà íà èçîëèðîâàííîé òî÷êå ñïåêòðà, à òàêæå ïðè

ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷.

Êâàçèðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü êâàçèðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 1 íà çàäàí-

íîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà U è ïðè çàäàííîì f0 òàêîé

ýëåìåíò u0 ∈M , äëÿ êîòîðîãî íåâÿçêà ‖Au− f‖ äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà

ìíîæåñòâå :

min{‖Au− f0‖ : u ∈M} = ‖Au0 − f0‖.

Â ýòîì ñëó÷àå íå òîëüêî ïðèáëèæåííàÿ, íî è òî÷íàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü f0 íå

îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâóN = AM , ïîýòîìó îáû÷íîå ðåøåíèå ìîæåò

íå ñóùåñòâîâàòü. ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè f0 ∈ N , òî êâàçèðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ

îáû÷íûì ðåøåíèåì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà

ïàðå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ U , F . Êâàçèðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò

äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà M ∈ U è ëþáîãî f ∈ F . Åñëè
âûïóêëî; à ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå F ñòðîãî âûïóêëà, òî êâàçèðåøåíèå åäèí-

ñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò f , ò. å. çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ

êîððåêòíà ïî Àäàìàðó.

Ââåäåíèå êâàçèðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòü äâå âàæíûå ïðîáëåìû äëÿ

íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (1) - ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
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(êâàçèðåøåíèÿ) è ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ðóãóëÿðèçîâàííîãî ñåìåéñòâà ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ çàøóìëåííûõ äàííûõ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé

f(t) ∈ Ck[a, b] âìåñòå ñ åå ïðîèçâîäíîé äî k � ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â

ñëó÷àå, êîãäà f(t) çàäàíà ñ ïîãðåøíîñòüþ δ

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ñãëàæèâàþùèå èíòåãðàëüíûå

îïåðàòîðû ñ ôèíèòíûìè íîðìèðîâàííûìè ÿäðàìè

Tαkf =

t+α∫
t−α

ϕk(ξ − t)f(ξ)dξ,

ϕk(η) = ak(η
2 − α2)k.

Çäåñü ak âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ÿäðà

ak

ν∫
−ν

(η2 − α2)k = 1.

Îáîçíà÷èì

T
(i)
αkf =

t+α∫
t−α

di

dti
[ϕk(ξ − t)]f(ξ)dξ,

i = 0, ..., k, T
(0)
αk = Tαk,

è áóäåì â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèé ê f (i)(t) ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè

fαδki(t) = T
(i)
αkfδ, i = 0, ..., k.

Ïîñêîëüêó äàííûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû ëèøü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ

îòðåçêà [a, b], ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî Cε[a, b] íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêàõ [a, a + ε], [b −
ε, b], ε > α, è áóäåì âåñòè ðå÷ü î ñõîäèìîñòè, âûáîðå ïàðàìåòðà α è îá

îïòèìàëüíîñòè óêàçàííûõ ìåòîäîâ. Ïðè ýòîì f(t) ïðåäïîëàãàëàñü çàäàí-

íîé δ−ïðèáëèæåíèåì â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp[a, b], à â êà÷åñòâå ñãëàæè-

âàþùèõ îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàëèñü èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ýêñïîíåí-
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öèàëüíûìè ôèíèòíûìè íîðìèðîâàííûìè ÿäðàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åí-

íûå â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîæíî áåç òðóäà âûâåñòè è ïðè çàäàíèè

δ−ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Lp[a, b]. Ðàâíîìåðíàÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ
ìåòðèêè âûáðàíû â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè íàèáîëåå õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ

ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, èñõîäíûå äàííûå êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü áàêàëàâðñêîé ðà-

áîòû, öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè f(t), âìåñòå ñ å¼ ïðî-

èçâîäíîé äî 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîãðåø-

íîñòè.

Ðàññìîòðåíû îïåðàòîðû:

Tα1f = a1(α)

x+α∫
x−α

(α2 − (t− x)2)f(t)dt,

Tα2f = a2(α)

x+α∫
x−α

(α2 − (t− x)2)2f(t)dt,

Tα3f = a3(α)

x+α∫
x−α

(α2 − (t− x)2)3f(t)dt.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà. Äà-

íà òî÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = x4. Íàøà çàäà÷à - ïîñìîòðåòü, íà ñêîëüêî õîðîøî

ñãëàæèâàþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ôèíèòíûìè íîðìèðîâàííûìè ÿä-

ðàìè ïðèáëèæàåò ýòó ôóíêöèþ.

T
(i)
αkf =

t+α∫
t−α

di

dti
[ϕk(ξ − t)]f(ξ)dξ,

i = 0, ..., k.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåí àëãîðèòì ìîäåëèðî-

âàíèÿ ôóíêöèè fαδki(x) ïî òî÷íî çàäàííîé ôóíêöèè f (i)(x). Ïóñòü f(x) ∈
Ck[a, b]. Ðàçîáüåì îòðåçîê íà n ÷àñòåé. Òàêèì îáðàçîì [a, b] = x0, x1, ..., xn,

ãäå xj � òî÷êè ðàçáèåíèé.
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Ôóíêöèþ f (i)(x) çàìåíèì íàáîðîì å¼ çíà÷åíèé â óçëàõ, òî åñòü f (i)(x) =

{f (i)(x0), f (i)(x1), ..., f (i)(xn)}.
Ïàðàìåòð α çàäàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ îò δ:

α(δ) = δ
2β

(2β+1) � ïðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè,

α(δ) = δ
2
5 � ïðè âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíîé,

α(δ) = δ
2
9 � ïðè âîññòàíîâëåíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî îïå-

ðàòîð T
(i)
αk õîðîøî ïðèáëèæàåò òî÷íóþ ôóíêöèþ f (i)(x) = x4. Ïðè ïîìîùè

äàííîãî îïåðàòîðà áûë ïðèâåäåí ýêñïåðèìåíò ïî âîññòàíîâëåíèþ ôóíêöèè,

áûëî ñäåëàíî ìîäåëèðîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ è åå âîññòàíîâëåíèå.

Îòìå÷åíî,÷òî ÷åì áîëüøå âñïëåñê ó ìîäåëèðóåìîé ôóíêöèè,òåì õóæå îíà

âîññòàíàâëèâàåòñÿ. È íàîáîðîò. Òàê æå áûëà ïîëó÷åíà çàêîíîìåðíîñòü:÷åì

òî÷íåå âûáðàíî δ è ôîðìóëà äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ α è δ òåì òî÷íåå ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèÿ. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ íà ÿçûêå C++

è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.
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