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Ââåäåíèå. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ è ðàñ-

õîäîâàíèÿ ýíåðãèè ïðè îäíîâðåìåííîì èñ÷åðïàíèè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ è

óñòàðåâàíèè òðàäèöèîííûõ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè, îñîáî îñòðî âñòàâøàÿ ïåðåä

÷åëîâå÷åñòâîì â íîâîì òûñÿ÷åëåòèè, ïåðåâåëà òåîðèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â

ðàçðÿä îñîáî âàæíûõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäîáíûõ ïðîáëåì, ñòîÿùèõ ïåðåä

ñîâðåìåííûìè èññëåäîâàòåëÿìè, ìîæíî ïðèâåñòè ðàñ÷¼ò îðãàíèçàöèè ïðîèç-

âîäñòâà ñ ïîëó÷åíèåì ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè ñ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ, ðàç-

ðàáîòêó ñèñòåìû ëîãèñòè÷åñêè ñîâåðøåííûõ ýëåêòðîñåòÿì, ñîâåðøåíñòâîâà-

íèå ñôåðû êîñìè÷åñêèõ òåõíîëîãèé, ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü êîòîðîé óæå

ñëîæíî îñïîðèòü, à òàêæå ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ.

Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå òàêèå çàäà÷è îáîçíà÷àþòñÿ êàê çàäà÷è îòûñ-

êàíèÿ ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà) îïðåäåëåííîé ôóíêöèè f(x),

âûðàæàþùåãî ñîáîé êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ x èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà X íåêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà. Òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè óïðàâëåíèÿ x íåêîòîðîìó ìíî-

æåñòâó X âûðàæàåò ñîáîé îãðàíè÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî âûòåêàþùèå èç çàêî-

íîâ ñîõðàíåíèÿ, îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ, êîòîðûìè åñòü âîçìîæíîñòü ðàñ-

ïîðÿæàòüñÿ, ôàêòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ,

ìèíèìèçàöèè íåæåëàòåëüíûõ ëèáî çàïðåùåííûõ ñîñòîÿíèé, èñêëþ÷åíèå àâà-

ðèéíûõ ñîñòîÿíèé è ò.ä. Çàäà÷è íà îòûñêàíèå ýêñòðåìóìà f(x) íà ìíîæåñòâå

X â íàó÷íîé ñðåäå ïðèíÿòî íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûìè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X ýêâèâàëåíòà çàäà÷å ìè-

íèìèçàöèè ôóíêöèè - f(x) íà òîì æå ìíîæåñòâå X, ïîýòîìó â ñëó÷àå íåîáõî-

äèìîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷ ìèíèìèçàöèè. Îäíèìè èç

âàðèàíòîâ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ïåðåìåííîé ìåò-

ðèêè, î êîòîðûõ óäåëåíî âíèìàíèå â ýòîé ðàáîòå.

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà

è ìåòîäà Ïøåíè÷íîãî íà ïðèìåðå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, îäíà èç êîòî-

ðûõ èçâåñòíà êàê ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííûå

ìåòîäû, ìîãóò èñïîëüçîâàòü â ïðàêòè÷åñêèõ öåëÿõ, ïðèìåíèòåëüíî ê ñëîæ-

íûì ôóíêöèÿõ, êîòîðûå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ íà ïðîèçâîäñòâå è â òåõíèêå.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè è óñòîé-

÷èâîñòè ìåòîäîâ ïåðåìåííîé ìåòðèêè äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèé.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
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äåâÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, ïðèëî-

æåíèÿ À è ïðèëîæåíèÿ Á. Â ïðèëîæåíèè À ïðåäñòàâëåí êîä ÷èñëåííûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ, à ïðèëîæåíèè Á, ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû. Îáùèé îáúåì

ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 50 ñòðàíèö.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðó-

åòñÿ öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç äåâÿòè

ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññêàçûâàåòñÿ îá èäåéíîé ñòîðîíå ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ

ïåðåìåííîé ìåòðèêè.

Î ìåòîäàõ ïåðåìåííîé ìåòðèêè.

Ââîäèòñÿ êëàññ ìåòîäîâ, íàçûâàåìûõ ìåòîäàìè ïåðåìåííîé ìåòðèêè,

êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò ìàòðèöó Ãåññå èëè îáðàòíóþ ê íåé, íî èñïîëüçó-

þò äëÿ ýòîãî òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ïåðå-

ìåííîé ìåòðèêè íîâûé âåêòîð âû÷èñëÿåòñÿ ïî âåêòîðó ïðåäûäóùåãî øàãà ñ

ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

xk+1 = xk + ∆xk = xk + αkDk = xk − αkHk 5 f(xk),

ãäå ∆xk - âåêòîð ïåðåõîäà îò òî÷êè xk â òî÷êó xk+1;

Dk -ëþáîé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ∆xk;

αk - ñêàëÿð, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì ∆xk = αkDk;

Hk - ìàòðèöà íàïðàâëåíèé, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àïïðîêñèìàöèþ G−1(x).

Äëÿ âñåõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ H0 = H(x0) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàò-

ðèöåé, à äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðè-

öå Ãåññå öåëåâîé ôóíêöèè G−1(x). Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè G−1(x) áûëî

íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f(x) è îáðàùàòü ìàòðè-

öå Ãåññå G(x), òîãäà êàê â ìåòîäàõ ïåðåìåííîé ìåòðèêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ Hk

èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, íå òðåáóþùèå íè÷åãî èç âûøåïåðå÷èñ-

ëåííîãî.

Åñëè f(x) êâàäðàòè÷íàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü

f(x) = a+ xT b+
xTGx
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5f(x) = b+Gx (1)

òî âåðíî, ÷òî

5f(xk+1)−5f(xk) = G(xk+1 − xk)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà G−1(xk), ïîëó÷èì

xk+1 − xk = G−1(xk)(5f(xk+1)−5f(xk)) (2)

Ïðè ýòîì, åñëè f(x) êâàäðàòè÷íà, òî G(xk) = G, òî åñòü ïîñòîÿííàÿ

ìàòðèöà. Óðàâíåíèå ( 2 ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó n ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ n íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå íóæíî îöåíèòü

äëÿ òîãî, ÷òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü G−1(x) èëè G(x) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ

f(x), 5f(x), ∆x íà áîëåå ðàííèõ ýòàïàõ ïîèñêà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû, êàæäûé èç êîòîðûõ

ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ìåòîäàì ïåðåìåííîé ìåòðèêè. Â äîâîëüíî áîëüøîé

ãðóïïå ìåòîäîâ G−1(xk+1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèè, ïîëó-

÷åííîé íà k-îì øàãå

G−1(xk+1) ≈ Hk + ∆Hk = Hk+1,

ãäå H - ìàòðèöà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ G−1(x)

∆Hk - ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëÿåìóþ ìàòðèöó.

Âûáîð ∆Hk îïðåäåëÿåò ìåòîä ïåðåìåííîé ìåòðèêè.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè Hk+1 äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé è óäîâëåòâîðÿòü ( 2 ) â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà çàìåíÿåò G−1.

Íà k + 1 øàãå ìû çíàåì xk,5f(xk),5f(xk+1), Hk è õîòèì âû÷åñëèòü

Hk+1, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü ñîîòíîøåíèå

Hk+1∆gk = ∆xk,

ãäå ∆xk = xk+1 − xk
∆gk = 5f(xk+1)−5f(xk)

Âî âòîðîé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîä Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà.

Â ìåòîäå Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà, âûáèðàåòñÿ ìàòðèöà ∆H, èìå-
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þùàÿ ðàíã 2. Ìàòðèöà íàïðàâëåíèé ïåðåâû÷èñëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

äëÿ êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè n øàãîâ îíà ðàâíÿëàñü G−1.

Èñõîäíàÿ ìàòðèöà 0 îáû÷íî âûáèðàåòñÿ â âèäå åäèíè÷íîé ìàòðèöû òî

åñòü H0 = I, íî ìîæåò áûòü è ëþáîé äðóãîé ñèììåòðè÷íîé, ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, òàê ÷òî èñõîäíîå íàïðàâëåíèå ìèíèìèçàöèè - ýòî

íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Îäíà èòåðàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

Dk = −Hk 5 f(xk)

σk = αkDk

∆gk = 5f(xk+1)−5f(xk)

xk+1 = xk + σk

Hk+1 = Hk + Ak +Bk,

ãäå

Ak =
σkσ

T
k

σTk ∆gk
, Bk = −Hk∆gk∆

TgkHk

∆TgkHk∆gk
. (3)

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ìå-

òîäà Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà.

Îáû÷íûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä óñòîé÷èâ, ïîòîìó ÷òî îí ãàðàíòèðóåò, ÷òî

ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ óìåíüøàåòñÿ íà êàæäîì øàãå. Òàê êàê 5f(xk)

åñòü íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ïîäúåìà, òî âåêòîð Dk áóäåò íàïðàâëåíèåì

íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ 5f(xk):

(5f(xk), Dk) = (5f(xk),−H 5 f(xk)) < 0.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè â àë-

ãîðèòìå Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà èñïîëüçóþòñÿ ñîïðÿæåííûå íàïðàâëå-

íèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäíåå íàïðàâëåíèå Dk+1 áûëî ñîïðÿæåíî ïî îòíî-

øåíèþ êî âñåì ïðåäûäóùèì, äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî

(5f(xk+1), αkDk) = 0⇐⇒ (5f(xk+1), σk) = 0 (4)
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Òîãäà

σTk ∆gk = σTk 5 f(xk+1)− σTk 5 f(xk) = −σTk 5 f(xk =)

= −αkDT
k 5 f(xk) = αk 5T f(xk)Hk 5 f(xk) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, xTHk+1x > 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0. Òàêèì îáðàçîì,

ìàòðèöà Hk+1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) - êâàäðàòè÷íàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà íàõîäèò ìèíèìóì

çà n èòåðàöèé.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ìå-

òîäà Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà ñíèçó, åå ãðàäèåíò 5f(x) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

‖ 5 f(x)−5f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ (5)

∀x, y ∈ En è â ìåòîäå x = xk−αkHk5f(xk), αk > 0, ãäå {Hk}∞1 - ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïðîèçâîëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ

ρ‖y‖2 ≤ (Hky, y) ≤ R‖y‖2, ρ > 0 (6)

è αk âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

f(xk − αkHk 5 f(xk)) = min
α≥0

f(xk − αHk 5 f(xk)), (7)

òî ‖ 5 f(x)‖ −→ 0 ïðè k −→∞ ∀x0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) - äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,

ïðè÷åì åå ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

m‖y‖2 ≤ (52f(x)y, y) ≤M‖y‖2, M ≥ m > 0
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∀x, y ∈ En, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñòðîèòñÿ ïî ìåòîäó

xk+1 = xk + αkDk = xk − αkHk 5 f(xk), αk > 0, k = 1, 2, . . . ,

ãäå {Hk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì

ρ‖y‖2 ≤ (Hky, y) ≤ R‖y‖2, ρ > 0

ïðè ëþáûõ x, y ∈ En è ïàðàìåòð αk âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

f(xk + αkDk) = min
α≥0

f(xk + αDk)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà ñî ñêîðîñòüþ

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-

Ïàóýëëà.

1) Â òî÷êå x0 âû÷èñëÿåòñÿ 5f(x0) è ìàòðèöà H0 = I.

2) Íà k-îì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ αk ïóòåì ìèíèìèçàöèè f(xk −
− αkHk 5 f(xk)) ñ ïîìîùüþ ëþáîãî ìåòîäà îäíîìåðíîãî ïîèñêà.

3) Âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ∆xk = −αkHk 5 f(xk) è îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà

xk+1 = xk + ∆xk.

4) Âû÷èñëÿåòñÿ 5f(xk+1), ∆gk = 5f(xk+1)−5f(xk).

5) Ïðîâåðèòü âûïîëíÿþòñÿ ëè ïðè i = 1, N ñîîòíîøåíèÿ

f(xk+1)− f(xk)

f(xk)
> ε1

∆xik
xik

> ε2i,

ãäå

∆xk = (∆x1k,∆x2k, . . . ,∆xnk)
T

xk = (x1k, x2k, . . . , xnk)
T

ε2 = (ε21, ε22, . . . , ε2n)
T

Åñëè âûïîëíåíî, òî íåîáõîäèìî çàäàòü çàíîâî ìàòðèöó íàïðàâëåíèé,
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âû÷èñëèâ ñëåäóþùèå ìàòðèöû

Ak =
∆xk∆

Txk
∆Txk∆gk

Bk =
Hk∆gk∆

TgkH
T
k

∆TgkHk∆gk

Äàëåå âû÷èñëèòü

Hk+1 = Hk + Ak −Bk

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èòåðàöèè çàêàí÷èâàþòñÿ.

Â øåñòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ìåòîä Ïøåíè÷íîãî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè

f(x) = a+ xT b+
1

2
xTGx (8)

ãäå x ∈ En, G - íåâûðîæäåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ

ìàòðèöà.

Ãðàäèåíò ýòîé ôóíêöèè

5f(x) = b+Gx

Èññëåäóåì ïðîöåññ

Dk = Hkzk, zk = HT
k 5 f(xk) (9)

xk+1 = xk − αkDk (10)

∆gk = 5f(xk+1)−5f(xk) (11)

Hk+1 = Hk −
Dk∆

Tgk
DT
k ∆gk

(12)

G−1k+1 = G−1k − αk
DkD

T
k

DT
k ∆gk

(13)

ãäå k = 0, n− 1.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x = x0, H0 = I, à G−10 - íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ñôîðìóëèðóåì, òåïåðü ñõåìó âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. Îäíà èòåðà-
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öèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

1)H0 = I, z0 = 0, x = x0

2)Dk = HkH
T
k 5 f(xk), xk+1 = xk − αkDk

∆gk = 5f(xk+1)−5f(xk)

Hk+1 = Hk −
Dk∆

Tgk
DT
k ∆gk

Wk+1 = Wk − αk
DT
k 5 f(xk+1)

DT
k ∆gk

Dk, αk =
5Tf(xk)Dk

DT
kGDk

, (14)

k = 0, n− 1

3)x̃ = xn − σWn

Òàêèì îáðàçîì, ïîä îäíîé èòåðàöèåé áóäåì ïîíèìàòü ïîëíîå âûïîëíå-

íèå ýòàïîâ 1)− 3).

Â ñåäüìîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîëüíîé öåëåâîé ôóíê-

öèè è àëãîðèòì âûáîðà øàãà ìåòîäà.

Ïóñòü òåïåðü f(x) - ïðîèçâîëüíàÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ, à 5f(x) - åå ãðàäèåíò. Ïðè ýòîì, óæå íåëüçÿ îæèäàòü, ÷òî ïðîöåññ ñîé-

äåòñÿ çà îäíó èòåðàöèþ.

Åñëè øàãè αk âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà f(xk − αDk) è èç ýòîãî

æå óñëîâèÿ âûáèðàåòñÿ σ, òî ïðîöåññ ñîéäåòñÿ ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó.

Ïðè êàæäîì ñïóñêå âäîëü íàïðàâëåíèÿ Dk âåëè÷èíà øàãà α ìîæåò âû-

áèðàòüñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Áåðåòñÿ ôèêñèðîâàííûé øàã h è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(xk − hDk).

Åñëè f(xk− hDk) ≥ f(xk), òî â h äåëèòñÿ íà äâà, äî òåõ ïîð, ïîêà íå óäîâëå-

òâîðèòñÿ íåðàâåíñòâî f(xk − hDk) < f(xk).

Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ α̃k:

α̃k = −hD
T
k 5 f(xk)

DT
k ∆g̃k

,

ãäå ∆g̃k = 5f(xk − hDk)−5f(xk).
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Òàêîé âûáîð α̃k ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè

f(x−αDk). Åñëè f(x) - êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî α̃k ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó αk
èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ.

Ïîñëå ýòîãî ñðàâíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ f(xk − hDk) è f(xk − α̃kDk). Â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç ýòèõ çíà÷åíèé ìåíüøå, â êà÷åñòâå α âûáèðàåòñÿ

h èëè α̃k. Âåëè÷èíà σ âûáèðàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïîëàãàëîñü, σ = 1,

è åñëè â ïîëó÷åííîé òî÷êå çíà÷åíèå ôóíêöèè áûëî ìåíüøå, òî ýòà òî÷êà

áðàëàñü çà íà÷àëüíóþ äëÿ ñëåäóþùåãî öèêëà. Åñëè æå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå

â íîâîé òî÷êå áûëî áîëüøå, òî σ = 0 è èòåðàöèè ïðîäîëæàëèñü.

Â âîñüìîé ãëàâå äàåòñÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà Ïøåíè÷íîãî.

Îäíà èòåðàöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

1) Â òî÷êå x0 âû÷èñëÿåòñÿ 5f(x0) è ìàòðèöà H0 = I

2) Âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð Dk = HkH
T
k 5 f(xk)

3) Îïðåäåëÿåòñÿ αk ïî ïðàâèëó âûøå

4) Îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà xk+1 = xk − αkDk

5) Âû÷èñëÿåòñÿ 5f(xk+1), ∆gk = 5f(xk+1)−5f(xk)

Hk+1 = Hk −
Dk∆

Tgk
DT
k ∆gk

,

Wk+1 = Wk − αk
DT
k 5 f(xk+1)

DT
k ∆gk

Dk, k = 0, n− 1

6) Âû÷èñëÿåòñÿ x̃ = xn − σwn.
Â äåâÿòîé ãëàâå äàåòñÿ îïèñàíèå íà êàêèõ ôóíêöèÿõ ïðîâîäèëñÿ ÷èñ-

ëåííûé ýêñïåðèìåíò è ñ ïîìîùüþ ÷åãî îí áûë îñóùåñòâëåí.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ñëåäóþùèõ ôóíêöèé äâóõ

ïåðåìåííûõ.

f(x1, x2) = 100(x2 − x1)2 + (1− x1)2

Äàííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ðîçåíáðîêà. Ìèíèìóì ó íåå íà-

õîäèòñÿ â òî÷êå x∗ = (1, 1).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ òî÷êó x0 =

(
−1

2
,
1

2

)
.
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Òàêæå, ðàññìîòðèì äðóãóþ ôóíêöèþ

f(x1, x2) = (x21 + x22 − 1)2 +

(
3

4
x31 − x2 + 0, 9

)2

Ìèíèìóì ó ýòîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0 = (−0, 98170, 0, 1904194).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ òî÷êó x0 =

(
−1

2
,−1

2

)
.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïåðåìåííîé ìåòðè-

êè íà ïðèìåðå ìåòîäîâ Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà è Ïøåíè÷íîãî. Èçó÷åíà

ñõîäèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàöèè âûáî-

ðà øàãà ìåòîäîâ. Ðàññìîòðåíà ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ìåòîäà-

ìè ïåðåìåííîé ìåòðèêè. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòî-

âûõ ôóíêöèÿõ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìåòîäû Äàâèäîíà-Ôëåò÷åðà-Ïàóýëëà

è Ïøåíè÷íîãî ýôôåêòèâíî è áûñòðî ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.
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