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Ââåäåíèå

Èçâåñòíî íåìàëî ìåòîäîâ îöåíêè íåäâèæèìîñòè. Ðàçíîîáðàçèå ìåòîäîâ îáó-

ñëîâëåíî öåëÿìè îöåíêè, ýêîíîìè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, ëåæàùèìè â îñíîâå îöåí-

êè, âèäîì äîñòóïíûõ äàííûõ è ìíîãèìè äðóãèìè ôàêòîðàìè. Òèïè÷íûì

äëÿ áîëüøèíñòâà ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ òàê èëè èíà÷å ïðèõîäèòñÿ

ó÷èòûâàòü ôàêòîð íåîïðåäåëåííîñòè. Îöåíêè íåäâèæèìîñòè ðàçáèòû íà äâå

áîëüøèå ãðóïïû. Ê ïåðâîé (òðàäèöèîííûå ïîäõîäû) îòíåñåíû ïîäõîäû, îñ-

íîâàííûå íà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëÿõ, ñðàâíèòåëüíûé, çàòðàòíûé è äîõîäíûé

ïîäõîäû. Âî âòîðóþ ãðóïïó (ïðîäâèíóòûå, èëè íîâûå ïîäõîäû) âêëþ÷åíû

ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ¾ãåäîíèñòè÷åñêîé¿ ôóíêöèè öåíû (îöåíêà ïîòðåáè-

òåëüñêèõ êà÷åñòâ, íå èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííî ðûíî÷íîé öåíû), ïîäõîäû,

ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííûì àíàëèçîì, à òàêæå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà

ìåòîäàõ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ. Â ýòó

ãðóïïó âêëþ÷åíû ïîäõîäû, â êîòîðûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, îòëè÷íûå îò òåîðåòèêî âåðîÿòíîñòíûõ. Òîò ôàêò, ÷òî

íåîïðåäåëåííîñòü â ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ â îáùåì è â îöåíêå íåäâèæè-

ìîñòè â ÷àñòíîñòè ìîæåò íå âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàòüñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè

ìåòîäàìè, îòìå÷àëñÿ ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Êàê àëüòåðíàòèâà òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé â ðÿäå ðàáîò ïðè îöåíêå íåäâèæèìîñòè èñïîëüçîâàëèñü íå÷åòêèå

ìíîæåñòâà è ìÿãêèå âû÷èñëåíèÿ. Â áîëüøèíñòâå ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìàòè-

êå ðàáîò, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, ìîäåëè

ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Ýòî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ âûñîêîé ñîãëàñîâàííîñòè ñ

èñõîäíûìè äàííûìè, íî îñëîæíÿåò ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â íàñòîÿùåéðàáîòå ìû ïðèìåíÿåì äëÿ îöåíêè íå÷åòêóþ

ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ. Îáëàäàÿ íåîáõîäèìîé ãèáêîñòüþ, ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò

äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ïðèìåíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü âëè-

ÿíèå ó÷èòûâàåìûõ ôàêòîðîâ x1,...,xn íà ðåçóëüòèðóþùèé ïîêàçàòåëü y. Êëàñ-

ñè÷åñêàÿ ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

y=a0+a1x1+...+anxn+ε

ãäå a0,a1,...,an � ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, îòðàæàþùèå âëèÿíèå ôàêòîðîâ,

à çíà÷åíèå ðåçóëüòèðóþùåãî ïîêàçàòåëÿ èñêàæåíî ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòüþ

ε. Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëå÷èíû ε è èìåÿ äîñòàòî÷íûé çàïàñ íà-

áëþäåíèé (yj; x1j,..., xnj), ìîæíî òåì èëè èíûì ñïîñîáîì âîññòàíîâèòü çíà-
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÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a0, a1,..., an. Êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ïðåäïîëî-

æåíèå î âåðîÿòíîñòíîì õàðàêòåðå íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðèìåíåíèå âåðîÿòíîñò-

íûõ ìåòîäîâ îáîñíîâàíî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðÿä óñëîâèé, äîïóñêàþùèõ

â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ôèçè÷åñêóþ¿ ïðîâåðêó.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþò-

ñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íî-

ñèò ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð, ïðè÷åì íåòî÷íîñòü îáóñëîâëåíà íå ñëó÷àéíûìè

ïîãðåøíîñòÿìè íàáëþäåíèé, à íåîïðåäåëåííîñòüþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ,

òåì, ÷òî íå ó÷òåíû íåêîòîðûå ôàêòîðû, è âîîáùå ñàìà çàâèñèìîñòü íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå àäåêâàòíûì ðåøàåìîé çàäà÷å ìîæåò

îêàçàòüñÿ ïîèñê íå÷åòêèõ êîýôôèöèåíòîâ,íàèáîëåå òî÷íî ñîîòâåòñòâóþùèõ

èìåþùèìñÿ äàííûì.

Â òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîïðåäåëåííàÿ

âåëè÷èíà ïîä÷èíÿåòñÿ îáúåêòèâíî ïðîâåðÿåìûì çàêîíîìåðíîñòÿì (êàê â òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé), íî â òî æå âðåìÿ íà èíòåðâàëå ååçíà÷åíèé çàäàíî íåêîòî-

ðîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé, îòðàæàþùåå áîëüøóþ èëè ìåíüøóþ (ñóáú-

åêòèâíî îöåíèâàåìóþ) ðåàëèñòè÷íîñòü â ïðèíöèïå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ìå-

òîäû òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ äàþò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ïðèíÿòèÿ

îáîñíîâàííûõ ðåøåíèé, õîòÿ è íå èìåþò òàêîé òî÷íîé èíòåðïðåòàöèè, êàê

âåðîÿòíîñòíûå.

Öåëüþ íàñòîÿùåé êóðñîâîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîäõîäà ê ïî-

ñòðîåíèþ ìîäåëè íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè èç, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü àâ-

òîðàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîèìîñòè êâàäðàòíîãî ìåòðà â ÷àñòíîì äîìå è äëÿ

îöåíêè ñòîèìîñòè êâàðòèðû â Ìîñêâå. Â ðàìêàõ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè

áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: - èçó÷åíèå òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ; -

èçó÷åíèå îñíîâ êëàññè÷åñêîãî è íå÷åòêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà; - çíàêîì-

ñòâî ñ ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêèõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé; - íà îñíîâå èçó-

÷åííîãî òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà íàïèñàòü íà ÿçûêå Python 3.6 ïðîãðàììó,

ðåàëèçóþùóþ àëãîðèòì íå÷åòêîé ðåãðåññèè äëÿ îöåíêè ñòîèìîñòè êâàðòèðû

â Ñàðàòîâå.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ðàáîòà ñîñòîèò èç 4 ÷àñòåé:

1)Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèå î íå÷åòêèõ äàííûõ;
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2)Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèè äëÿ ÷åòêèõ äàííûõ;

3)Íå÷åòêàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ;

4)Íå÷åòêàÿ ðåãðåññèÿ äëÿ îöåíêè íåäâèæèìîñòè ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðè÷åì â ãëàâå ïðî ïîñòðîåíèå ðåãðåññèè äëÿ ÷åòêèõ äàííûõ åñòü íåñêîëü-

êî ðàçäåëîâ:

1)îñíîâíûå ãèïîòåçû;

2)äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ïî âåêòîðíîìó àðãóìåíòó;

3)ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà.

Öåëüþ íàñòîÿùåé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó-

÷åíèå ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè, êîòîðàÿ

ïðèìåíÿëàñü àâòîðàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòîèìîñòè êâàðòèðû â Ìîñêâå. Â

ðàìêàõ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

-èçó÷åíèå òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ;

-èçó÷åíèå îñíîâ êëàññè÷åñêîãî è íå÷åòêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà;

-Çíàêîìñòâî ñ ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêèõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé;

-íà îñíîâå èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà íàïèñàòü íà ëþáîì ÿçûêå ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ àëãîðèòì íå÷åòêîé ðåãðåññèè äëÿ îöåíêè

ñòîèìîñòè êâàðòèðû â Ìîñêâå.

Îïðåäåëåíèå �1

Íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà ïîäìíîæåñòâî A çàäàåòñÿ ñâîåé ôóíêöèåé ïðèíàä-

ëåæíîñòè µA:R→[0;1]. Ìíîæåñòâî âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ µA(x)≤1, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì óðîâíÿ a. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî Aa.

×èñëî a, äëÿ êîòîðîãî µA(a)=1, íàçûâàåòñÿ ìîäàëüíûì çíà÷åíèåì âåëè-

÷èíû A. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {x|µA(x)>0} íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì íå÷åòêîé

âåëè÷èíû A è îáîçíà÷àåòñÿ supp A. Ýòî ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ ìíîæåñòâîì

íóëåâîãî óðîâíÿ è îáîçíà÷àòñÿ òàêæå ÷åðåç A0. ¾Îáû÷íîå¿ ÷åòêîå ÷èñëî a

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íå÷åòêîå ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç åäèíñòâåííîé

òî÷êè a, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäàëüíûì çíà÷åíèåì.

Íå÷åòêèå âåëè÷èíû, îïèñûâàåìûå âûðàæåíèÿìè òèïà ¾ïðèìåðíî a¿,

îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûìè òðåóãîëüíûìè íå÷åòêèìè ÷èñëàìè.

Òðåóãîëüíîå íå÷åòêîå ÷èñëî A çàäàåòñÿ òðîéêîé ÷èñåë (aL;a;aR), òàêîé, ÷òî
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aL ≤ a ≤ aR. Îòðåçîê [aL;aR] ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ìíîæåñòâà A, ÷èñëà a -

ìîäàëüíûì çíà÷åíèåì, à óðîâíåâûå ìíîæåñòâà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Aa=[(1-α)aL + αa;(1-α)aR+αa].

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òðåóãîëüíîãî íå÷åòêîãî ÷èñëà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

çàäàþùóþ åãî òðîéêó (aL;a;aR). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàøåíèÿ òðîéêà (k; k; k)

çàäàåò ÷åòêîå ÷èñëî k. Òðåóãîëüíîå íå÷åòêîå ÷èñëî A=(aL;a;aR) íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì, åñëè a-aL=aR-a. Ñèììåòðè÷íîå òðåóãîëüíîå íå÷åòêîå ÷èñ-

ëî çàäàåòñÿ òðîéêîé âèäà (a-d;a;a+d), d≥0, ÷èñëî d áóäåì íàçûâàòü ìåðîé

íå÷åòêîñòè òðåóãîëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî íå÷åòêîãî ÷èñëà. Àðèôìåòè÷åñêèå

îïåðàöèè ñ íå÷åòêèìè âåëå÷èíàìè îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà îáîá-

ùåíèÿ. Ñóììà òðåóãîëüíûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë A=(aL;a;aR) è B=(bL;b;bR). - ýòî

òðåóãîëüíîå íå÷åòêîå ÷èñëî

A+B=(aL;a;aR)+(bL;b;bR)

Ïðîèçâåäåíèå òðåóãîëüíîãî íå÷åòêîãî ÷èñëà A=(aL;a;aR) íà ïîëîæè-

òåëüíîå ÷åòêîå ÷èñëî k - ýòî òðåóãîëüíîå íå÷åòêîå ÷èñëî.

kA=(kaL; ka;kaR).

Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ òðåóãîëüíûõ íå÷åòêèõ

÷èñåë çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷åòêîå ÷èñëî.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íå÷åòêèõ âåëè÷èí èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû, êàê

ïðàâèëî, îñíîâàííûå íà ìåðàõ âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå

âîçìîæíîñòü îòíîøåíèÿ A≤B îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì

Pos(A≤B)=sup{min(µA(x),µB(y))|x≤y; x, y∈ R}
Â ÷àñòíîñòè, åñëè A=(aL; a; aR) - òðåóãîëüíèê íå÷åòêîå ÷èñëî, à B=b -

÷åòêîå ÷èñëî, èìååì:

POS(A≤B)=

1, a≤b

µA(b), b≤a;

Îòñþäà

Pos(A=b)=min{Pos(A≤b), Pos(A≥b)} = µA(b).

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà A ïðèíèìà-

åò çíà÷åíèå b, îöåíèâàåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ýòîãî

çíà÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå �2

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñ äâóìÿ ïåðåìåí-

íûìè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü, èëè ìîäåëü ìíîæåñòâåí-

íîé ðåãðåññèè [8]:

yt=β1+β2xt2+...+βkxtk+εt, t=1,..., n,

èëè

yt=β1xt1+β2xt2+...+βkxtk+εt, t=1,..., n,

ãäå xtp - çíà÷åíèÿ ðåãðåññîðà xp â íàáëþäåíèè t, à xt1=1, t=1,.., n. Ñ

ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ìû íå áóäåì äàëåå ðàçëè÷àòü ìîäåëè ñî ñâîáîäíûì

÷ëåíîì èëè áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Îïðåäåëåíèå �3

Ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, ÿâëÿþòñÿ

åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëè ïàðíîé ðåãðåññèè [8]:

1. yt=β1xt1+β2xt2+...+βkxtk+εt, t=1,...,n - ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè.

2. xt1,...,xtk - äåòåðìèíèðîâàííûå âåëè÷èíû. Âåêòîðû xs=(x1s,...,xns)′,

s=1,...,k ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Rn.

3a. Eεt=0, E(ε2t )=V(εt)=σ
2 - íå çàâèñèò îò t.

3b. E(εtεs)=0 ïðè t6=s - ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü (íåêîððåëèðî-

âàííîñòü) îøèáîê äëÿ ðàçíûõ íàáëþäåíèé. ×àñòî äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óñëîâèå.

3c. Îøèáêè εt, t=1,...,n èìåþò ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

εt∼N(0,σ2).
Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé

(classical normal linear regression model).

Ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, óäîáíî çàïè-

ñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå, êîòîðàÿ ãëàâíûì îáðàçîì è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü y îáîçíà÷àåò n×1 ìàòðèöó (âåêòîð-ñòîëáåö) (y1,...,yn)′, β=(β1,...,βk)′

- k×1 âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ; ε=(ε1,...,εn)′ - n×1 âåêòîð îøèáîê;
Ñòîëáöàìè ìàòðèöû X ÿâëÿþòñÿ n×1 âåêòîðû ðåãðåññîðîâ xs =

(x1s, ..., xns)
′, s = 1, ..., k. Óñëîâèÿ 1-3 â ìàòðè÷íîé çàïèñè âûãëÿäÿò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:
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1. y=Xβ+ε -ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè;

2. X-äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàòðèö, èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã k;

3a,b. E(ε)=0; V (ε)=E(εε′)=σ2In;

äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:

3c. ε∼N(0;σ2In), ò.å. ε -íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñî

ñðåäíèì 0 è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé σ2In (íîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ

ìîäåëü).

Îïðåäåëåíèå �4

Êàê è â ñëó÷àå ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîé ïåðåìåííîé, öåëüþ ìåòîäà

âûáîðà âåêòîðà îöåíîê β̂ [8], ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàò-

êîâ εt (ò.å. êâàäðàòà äëèíû âåêòîðà îñòàòêîâ e):

e=y-ŷ=y-Xβ̂,

Âûðàçèì ee′ ÷åðåç X è β:

ee′=(y-Xβ̂)′(y-Xβ̂)=y′y-y′Xβ̂-β̂X ′y+β̂X ′Xβ̂=y′y-2β̂X ′y+β̂X ′Xβ̂.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ESS ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-

åì ïî âåêòîðó β̂ (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë):

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû X ′X â ñèëó óñëîâèÿ, íàõîäèì

îöåíêó ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

β̂OLS = (X ′X)−1X ′y.

Ïîêàæåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå îäíîãî ðåãðåññîðà, îçíà÷àåò, ÷òî âåê-

òîð îñòàòêîâ e îðòîãîíàëåí âñåì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì x1,...,xk (ñòîëá-

öàì ìàòðèöû X). Óñëîâèå x1′e=...=xk′e=0 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó X ′e=0.

Äåéñòâèòåëüíî,

X ′e=X ′(y-Xβ̂)=X ′y-X ′Xβ̂ = X ′y-X ′X(X ′X)−1X ′y=0

Ïîëó÷èì ïîëåçíóþ â äàëüíåéøåì ôîðìóëó äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàò-

êîâ

e′e=y′y-2β̂′X ′y+β̂′X ′Xβ̂=y′y-β̂'(2X ′y-X ′X(X ′X)−1X'y)=y′y-β̂′X ′y.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ â îñíîâíîì ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêîé

èíòåðïðèòàöèåé ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ïðåäñòàâèì y,x1,...,xk êàê âåêòîðû â n-ìåðíîé åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Âåêòîðû x1, ..., xk, ïîðîæäàþò k-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî π.

Âåêòîð ŷ=Xβ̂ åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà y íà ãèïåðïëîñ-

êîñòü π.
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Âåêòîð îñòàòêîâ e=y-ŷ îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó π.

Êàê è â ñëó÷àå ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé.

Òåîðåìà �1

ÒÅÎÐÅÌÀ ÃÀÓÑÑÀ-ÌÀÐÊÎÂÀ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1. y=Xβ+ε

2. X - äåòåðìèíèðîâàííàÿ n×k ìàòðèöà, èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíûé ðàíã
k;

3. E(ε)=0; V (ε)=E(εε′)=σ2In
Òîãäà îöåíêà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ β̂OLS = (X ′X)−1X ′y ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé (â ñìûñëå íàèìåíüøåé äèñïåðñèè) îöåíêîé â

êëàññå ëèíåéíûõ (no y) íåñìåùåííûõ îöåíîê (BEST LINEAR UNBIASED

ESTIMATOR, BLUE)[8].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = (X ′X)−1X ′, β̂OLS=Ay. Ëþáóþ äðóãóþ

ëèíåéíóþ îöåíêó âåêòîðà ïàðàìåòðîâ β ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ïðåäñòàâèòü â âèäå: b=(A+C)y, ãäå C - íåêîòîðàÿ k×n ìàòðèöà.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ÌÍÊ-îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåøåííîé îöåíêîé β:

Eβ̂OLS = E((X ′X)−1X ′y)=(X ′X)−1X ′E(y)

=(X ′X)−1X ′E(Xβ+ε)

=(X ′X)−1X ′Xβ+(X ′X)−1X ′Eε=β

Èç óñëîâèÿ íåñìåùàåìîñòè îöåíêè b ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ β ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå

β=Eb=(A+C)Ey=(A+C)Xβ=(I+CX)β,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî CX=0.

2.Ïîäñ÷èòàåì ìàòðèöó êîâàðèàöèé ÌÍÊ- îöåíêè:

V (β̂OLS) =V (Ay) =AV (y)A'= Aδ2IA′

=δ2(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1=δ2(X ′X)−1

(çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû X ′X è ñâîéñòâî ìàò-

ðèöû êîâàðèàöèé)

3.Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå âûøå ðàâåíñòâî CX=0, ïîëó÷àåì

b-β=(A+C)y - β=(A+C)Xβ+(A+C)ε-β

=AXβ-β+CXβ+(A+C)ε=(A+C)ε,
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ò.ê. CX=0 è AX=I. âû÷èñëèì òåïåðü ìàòðèöó êîâàðèàöèé âåêòîðà b:

V (b)=E((b-β)(b-β)')=E((A+C)εε′(A+ C)′)

=(A+C)δ2I(A+C)′=δ2(AA′+CA′+AC ′+CC ′)

=δ2((X ′X)−1X ′X(X ′X)−1+CX(X ′X)−1

+(X ′X)−1X ′C ′+CC ′)=δ2(X ′X)−1+δ2CC ′.

Òàêèì îáðàçîì,

V (b)=V (β̂OLS)+δ2CC ′.

Ìàòðèöà CC ′ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîýòîìó

V (b)≥V (β̂OLS).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæëåíèå òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, i-é äèàãîíàëüíûé

ýëåìåíò ìàòðèöû V (b) ðàâåí äèñïåðñèè i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà êîýôôèöè-

åíòîâ V (bi). Ïîýòîìó ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ äèñïåðñèé

îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè

V (bi)≥V (β̂OLS),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå �5

Ìîäåëü íå÷åòêîé ðåãðåññèè ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷èëà äîñòàòî÷íî

øèðîêîå ïðèìåíåíèå.

Îïèøåì îáùóþ ñõåìó íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Â ñëó÷àå íå÷åòêîñòè óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

Y=A0x0+A1x1+...+Anxn,

ãäå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü íå÷åòêèìè ÷èñëàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ìîæåò áûòü ïî-

ñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íà îñíîâå m ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (yj,xj) òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíûì

îáðàçîì îïðåäåëèòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå÷åòêèå êîýôôèöèåíòû A0, A1,...,An.

Îïòèìàëüíîñòü âûðàæàåòñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè:

(R1) äëÿ êàæäîãî j ÷èñëî yj ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ íå÷åòêîé âåëè÷èíû

Yj=A0+A1x1j+A2x2j+...+Anxnj, j=1, 2,..., m.

(R2) ñóììàðíàÿ ìåðà íå÷åòêîñòè âåëè÷èí Yj ìèíèìàëüíà.

Èíîãäà ïåðâîå óñëîâèå çàìåíÿþò áîëåå ñèëüíûì òðåáîâàíèåì:

(R1h) äëÿ êàæäîãî j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

µyj
(yj)≥h,
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ãäå h - íåêîòîðîå çàäàííîå íàïåðåä ïîðîãîâîå çíà÷åíèå.

Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå áóäåì ãîâîðèòü î çàäà÷å íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì h.

Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîèñêå êîýôôèöèåíòîâ â âèäå ñèììåòðè÷íûõ òðå-

óãîëüíûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë, çàäà÷à íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñâîäèòñÿ ê

çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Áóäåì èñêàòü êîýôôèöèåíòîâ Aj â âèäå

Ai=(ai-di, ai, ai+di).

Òîãäà Yj èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Yj=(zj-rj, zj, zj+rj).

Ñóììàðíàÿ ìåðà íå÷åòêîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

r=
m∑
j=1

rj=md0+
m∑
j=1

n∑
i=1

di|xij|.

Çàäà÷à íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè (R1h) ñâîäèòñÿ

ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

r=
m∑
j=1

rj=md0+
m∑
j=1

n∑
i=1

dj|xij|→ min;

yj≥
n∑

i=0

aixij-(1-h)
n∑

i=0

di|xij|, j=1,2,...,m;

yj≤
n∑

i=0

aixij+(1-h)
n∑

i=0

di|xij|, j=1,2,...,m;

di≥0, i=0,1,2,...,n.
Ïðè h=0 ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ

îãðàíè÷åíèÿìè (R1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðàâíèòü íå÷åòêóþ ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ ñ êëàññè÷å-

ñêîé, ðàññìîòðèì ñëó÷àé n=1.

Ïóñòü

yj=a+bxj+εj, j=1,2,...,m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðåøíîñòè εj íå êîððåëèðîâàíû è îäèíàêîâî íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, εj∼N(0,σ2). Ïóñòü δ=max|εj|, òîãäà
a-δ+bxj≤yj≤a+δ+bxj,
òàê êàê íîñèòåëü íå÷åòêîé âåëè÷èíû (a-δ;a;a+δ)+bxj ñîäåðæèò ÷èñëî

yi.

Ïóñòü äàëåå çíà÷åíèÿ a0,d0,a1,d1 íàéäåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è íå÷åòêîé ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè. Òîãäà

md0+d1
m∑
j=1

|xj|≤mδ.
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Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì íåðàâåíñòâå, ìîæíî îöåíèòü ìåðó íå÷åòêîñòè íàé-

äåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ðåøèì óðàâíåíèå

P(d0+d1|x|≤δ)>0,8
îòíîñèòåëüíî δ. Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìîâ íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì δ≥2,68δ. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8 íå÷åòêàÿ

ïîëîñà Y=A0+A1x îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ¾óçêîé¿.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ïîäõîä ê îöåíêå îáúåêòîâ íåäâèæèìîñòè ñ èñïîëü-

çîâàíèåì íå÷åòêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïî èòîãàì âûïîëíåííîãî îáçîðà ëè-

òåðàòóðû ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì íå÷åòêîé ëèíåéíîé

ðåãðåññèè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðàâäîïîäîáíûé ïðîãíîç, à ñàì ìåòîä íå÷åò-

êîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè äàåò ãèáêèé èíñòðóìåíò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñî÷å-

òàòü ôîðìàëüíûå ðàñ÷åòû ñ ýêñïåðòíûìè îöåíêàìè. Òàê, ýêñïåðòíûå îöåíêè

ìîãóò áûòü ââåäåíû â ñïèñîê îãðàíè÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òåì ñàìûì ó÷òåíû â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå.

Â ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàëàñü, ñîãëàñíî ïîäõîäó èç ðàáî-

òû, ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íå÷åòêîé ðåãðåññèè äëÿ èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè (ñ

íå÷åòêèìè êîýôôèöèåíòàìè) ñòîèìîñòè êâàäðàòíîãî ìåòðà â ÷àñòíîì äîìå

è ñòîèìîñòè êâàðòèðû îò ðÿäà ôàêòîðîâ.
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