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ВВЕДЕНИЕ 

В современном мире теория графов имеет высокую значимость. Она 

находит применение в различных областях нашей жизни, например 

в геоинформационных системах (2ГИС, Яндекс.Карты), где все дороги могут 

быть рассмотрены как ребра, а перекрестки – как вершины. Теория графов в 

данном случае позволяет проложить кратчайший путь до какого-либо объекта 

или спланировать оптимальный маршрут.  

Большое значение имеет теория графов в криптографии. Например, 

известная схема доказательства о нулевом разглашении гамильтонова цикла. 

Кроме того, множество диагностических систем представимы в виде графов, 

что позволяет осуществлять техническую диагностику методами теории 

графов.  

В данной работе будут рассмотрены основные достаточные условия 

гамильтоновости графов, связанные с запрещенными подграфами. Так как не 

существует эффективного алгоритма для определения гамильтоновости 

графов, но существуют достаточные условия гамильтоновости, целью данной 

работы будет выявление более эффективных условий, позволяющих 

определить гамильтоновость графов. Будут рассмотрены неориентированные 

графы с количеством вершин до 11.  

Дипломная работа состоит из введения, 5 разделов, заключения, списка 

использованных источников и 2 приложений. Общий объем работы – 50 

страниц, из них 27 страниц – основное содержание, которое включает 20 

рисунков и список использованных источников из 17 наименований. 

 

  



КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 

1 Основные определения 

В данном разделе приводятся основные определения из теории графов, 

взятых из источников  [1], [2], [3]. 

2 Гамильтоновы графы 

Гамильтонов граф – граф, в котором есть гамильтонов цикл. 

Гамильтонов путь – простой путь в графе, содержащий все вершины 

графа ровно по одному разу.  

Гамильтонов цикл – простой цикл в графе, содержащий все вершины 

графа ровно по одному разу [1]. 

Гамильтоновы путь, цикл и граф названы в честь ирландского 

математика У. Гамильтона, который впервые определил эти понятия, 

исследовав задачу «кругосветного путешествия» по додекаэдру[4]. 

В таблице 1 приведено общее количество простых неориентированных 

графов с заданным числом вершин 𝑛, связных, двусвязных и 

гамильтоновых[5]. Эти данные согласованы с известными 

(последовательности А000088, А001349, А002218 и А003216[6] и [7]). 

Таблица 1 – Количество связных, двусвязных и гамильтоновых графов 

Число 

вершин 

Всего Связные 

графы 

Двусвязные 

графы 

Гамильтоновы 

графы 

3 4 3 1 1 

4 11 6 3 3 

5 34 21 10 8 

6 156 112 56 48 

7 1044 853 468 383 

8 12346 11117 7123 6196 

9 274668 261080 194066 177083 

10 12005168 11716571 9743542 9305118 

11 1018997864 1006700565 900969091 883156024 

 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B0%D0%BC%D0%B8%D0%BB%D1%8C%D1%82%D0%BE%D0%BD,_%D0%A3%D0%B8%D0%BB%D1%8C%D1%8F%D0%BC_%D0%A0%D0%BE%D1%83%D0%B0%D0%BD
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BA%D0%B0%D1%8D%D0%B4%D1%80


Неизвестен эффективный алгоритм решения задачи проверки 

гамильтоновости графа, так как она является NP-полной, но существуют 

достаточные условия гамильтоновости, которые рассмотрим ниже. 

3 Достаточные условия гамильтоновости и запрещенные подграфы 

Граф G называется двудольным, если множество его вершин можно 

разбить на два подмножества 𝑉1 и 𝑉2 такие, что концы любого ребра графа G 

принадлежат разным подмножествам. 

Граф порядка n называется панциклическим, если он содержит циклы 

всех длин от 3 до n. 

Если граф G содержит все возможные рёбра, соединяющие вершины 𝑉1 

и 𝑉2, то G называется полным двудольным графом и обозначается 𝐾𝑚,𝑛, где m 

и n – число вершин в 𝑉1 и 𝑉2. 

На рисунке 1 изображены графы 𝐾1,3 и 𝑍2. Граф 𝑍2 получается из графа 

𝐾1,3 добавлением одного ребра[5]. Этот и последующие рисунки сделаны с 

помощью редактора graphonline.ru[8]. 

 

Рисунок 1 – Графы 𝐾1,3 и 𝑍2 

Теорема 3.1 (Гудман-Хедетниеми, 1976 [9]) 

Если двусвязный граф G не содержит подграфов вида 𝐾1,3 и 𝑍2, то граф 

G – гамильтонов. 

В работе [10] отмечается, что число графов, удовлетворяющих условию 

Гудмана-Хедетниеми, не очень велико. 

 



Теорема 3.2 (Оберли-Самнер, 1979 [11]) 

Связный, локально связный граф G порядка 𝑛 ≥ 3, не содержащий 

подграфа вида 𝐾1,3, является гамильтоновым. 

Теорема 3.3 (Дуффус-Голд-Джекобсон, 1981 [12])  

Если двусвязный граф G порядка 𝑛 ≥ 3 не содержит подграфов вида 𝐾1,3 

и F, то граф G – гамильтонов. 

Теорема 3.4 (Голд-Джекобсон, 1982 [13]) 

Если двусвязный граф G не содержит подграфов вида 𝐾1,3 и 𝑍2, тогда 

граф G либо панциклический или граф G является циклом. 

Следствие 3.5 (Голд-Джекобсон, 1982 [13]) 

Пусть двусвязный граф G не содержит подграфа вида 𝐾1,3: 

(1)  Если граф G не содержит подграфа вида l, тогда G – гамильтонов 

(2)  Если граф G не содержит подграфа вида A, тогда G – гамильтонов 

Теорема 3.6 (Броерсма-Вельдман, 1987 [14]) 

Пусть двусвязный граф G не содержит подграфа вида 𝐾1,3. 

(1) Если каждый подграф 𝑍1 из G удовлетворяет 𝑓(𝑎, 𝑏1) или 𝑓(𝑎, 𝑏2), 

тогда граф G либо панциклический или G является цикл. 

(2) Если каждый подграф 𝑍2 из G удовлетворяет 𝑓(𝑎1, 𝑏1)  или 

𝑓(𝑎1, 𝑏2), тогда граф G либо панциклический или G является цикл. 

Теорема 3.7 (Броерсма-Вельдман, 1987 [14]) 

Пусть двусвязный граф G не содержит подграфа вида 𝐾1,3. Если каждый 

подграф из G изоморфен графу 𝑃7 или 𝑃7
+ удовлетворяющих условию 𝑓(𝑎, 𝑏1) 

или 𝑓(𝑎, 𝑏2), или (𝑓(𝑎, 𝑐1) и 𝑓(𝑎, 𝑐2)), тогда G – гамильтонов. 

 

4 Достаточные условия гамильтоновости и степени вершин 

Введем обозначения: 

𝑑𝑒𝑔⁡(𝑢) – степень вершины в графе 𝑢. 

𝑑⁡(𝑢, 𝑣)⁡ – минимальное расстояние между вершинами 𝑢⁡и⁡𝑣. 

𝑁(𝑢) – множество вершин смежных с вершиной 𝑢. 



Теорема 4.1 (Дирак, 1952 [15]) 

 Пусть 𝐺 – граф порядка 𝑛 ≥ 3. Если выполняется, что степень любой 

вершины 𝑑𝑒𝑔⁡(𝑣) ≥ 𝑛/2, то 𝐺 – гамильтонов. 

Теорема 4.2 (Оре, 1960 [16]) 

Пусть 𝐺 – граф порядка 𝑛 ≥ 3. Если для любых двух несмежных вершин 

𝑢 и 𝑣 выполняется неравенство 𝑑𝑒𝑔(𝑢) + 𝑑𝑒𝑔⁡(𝑣) ≥ 𝑛, то 𝐺 – гамильтонов. 

Теорема 4.3 (Хватал,  1972 [17]) 

Пусть 𝐺 – граф с вектором степеней (𝑑1, … , 𝑑𝑛) и 𝑛 ≥ 3. Если для любого 

𝑘 верна импликация (𝑑𝑘 ≤ 𝑘 <
𝑛

2
) → (𝑑𝑛−𝑘 ≥ 𝑛 − 𝑘), то граф 𝐺 гамильтонов. 

Теорема 4.4 (Бонди-Хватал, 1976 [17]): Граф гамильтонов тогда и 

только тогда, когда его замыкание является гамильтоновым графом.  

Обычно Теорема Бонди-Хватала используется в форме следующего 

достаточного условия гамильтоновости. 

Теорема 4.5 (Бонди-Хватал, 1976 [17]): Если замыкание [𝐺] графа 

𝐺⁡является полным графом, то 𝐺 – гамильтонов. 

  

5 Практическая часть 

5.1 Используемые программные средства 

Запускаем Cygwin и переходим в директорию nauty26r11. 

Для генерации всевозможных графов с заданным количеством вершин 

используется генератор «geng» из пакета nauty & traces, разработанного 

Бреданом МакКеем [18]. 

Генерация выполнялась на машине с процессором Intel(R) Pentium(R) 

CPU N3540 2.16 GHz. 

5.2 Описание программы 

Задачей данной работы является программная реализация всех 

вышеописанных достаточных условий гамильтоновости, а также сравнение их 

эффективности. 



На начальном этапе были созданы файлы всех графов с числом вершин 

от 3 до 11, при помощи программного комплекса nauty.  

5.3 Результаты работы программы 

В таблицах ниже приведены результаты, полученные для теорем 1-7 и 

достаточных условий Оре, Дирака, Хватала, Бонди-Хватала. 

Таблица 2 – полученные результаты 

 

 

Таблица 3 – полученные результаты 

 

  

Кол-во 

вершин 

Гамильтоновы 

графы 

Теорема 

3.1 

Теорема 

3.2 

Теорема 

3.3 

Теорема 

 3.4 

Следствие 

3.5 

Теорема 

 3.6 

N=3 1 1 1 1 1 1 0 

N=4 3 3 2 3 3 3 0 

N=5 8 4 5 8 8 8 4 

N=6 48 5 18 32 25 29 23 

N=7 383 5 69 126 56 95 94 

N=8 6196 6 349 605 133 397 436 

N=9 177083 6 2049 3148 331 1887 2241 

N=10 9305118 7 14610 19296 945 12179 14526 

N=11 883156024 7 102270 115776 2835 85253 99792 

Кол-во 

вершин 

Гамильтоновы 

графы 

Теорема 

3.7 

Дирак Оре Хватал Бонди-

Хватал 

N=3 1 0 1 1 1 1 

N=4 3 0 3 3 3 3 

N=5 8 0 3 5 6 7 

N=6 48 0 19 21 34 45 

N=7 383 0 29 68 194 352 

N=8 6196 0 424 503 2733 5540 

N=9 177083 39 1165 4942 54435 157016 

N=10 9305118 671 108376 128361 2914167 8298805 

N=11 883156024 10065 868311 5315783 218674224 802944311 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе были рассмотрены основные понятия теории графов, 

связанные с гамильтоновыми графами.  

В ходе работы была написана программа на языке 𝐽𝑎𝑣𝑎 в среде IntelliJ 

IDEA, в которой были реализованы основные достаточные условия 

гамильтоновости, сформулированные в терминах запрещенных подграфов, и 

достаточные условия типа Дирака, Оре, Хватала и Бонди-Хватала. 

Был проведен вычислительный эксперимент для всех графов с числом 

вершин от 3 до 11, который показал, что наиболее эффективным является 

достаточное условие Бонди-Хватала, но есть гамильтоновы графы, которые не 

подходят под условие Бонди-Хватала, но подходят под условия некоторых 

теорем, сформулированных в терминах запрещенных подграфов. 
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