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ВВЕДЕНИЕ 

 

Разделы математики, связанные с развитием цифровых технологий, стали 

особо важны в последнее время. При их изучении сейчас используются не только 

методы, позволяющие рассматривать непрерывные физические модели, но и 

логические, комбинаторные или алгебраические для дискретных 

математических моделей. Сильно увеличилась популярность такого раздела 

дискретной математики как теория графов. 

Так как задача проверки рёберных и вершинных 𝑘-расширений графов 

является NP-полной, не известно алгоритма построения оптимальной 𝑘-

устойчивой реализации графов за полиномиальное время. В данной работе 

рассматривается задача генерации всех минимальных 1-расширений ориентаций 

циклов. 

Цель работы – практическая реализация алгоритма поиска минимальных 

1-расширений ориентаций циклов на языке программирования Java, применение 

его для получения каталога минимальных 1-расширений ориентаций циклов с 

числом вершин до 8, анализ результатов и сбор статистики. 

Дипломная работа состоит из введения, 7 разделов, заключения, списка 

использованных источников и 3 приложений. Общий объём работы – 48 страниц, 

из них 24 страницы – основное содержание, включая 13 рисунков и 5 таблиц, 

список использованных источников из 14 наименований. 

 

  



3 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ 

1 Необходимые определения 

 

Граф 𝐺∗ называется вершинным (рёберным) 𝑘-расширением графа 𝐺, если 

граф 𝐺 вкладывается в любой граф, полученный из 𝐺∗ удалением произвольных 

𝑘 вершин (рёбер). 

Граф 𝐺∗ = (𝑉∗, 𝛼∗) называется минимальным вершинным 𝑘-расширением 

(𝑘 натуральное) 𝑛-вершинного графа 𝐺 = (𝑉, 𝛼), если выполняются следующие 

условия: 

1. граф 𝐺∗ является вершинным 𝑘-расширением 𝐺, то есть граф 𝐺 

вкладывается в каждый подграф графа 𝐺∗, получающийся удалением 

любых его 𝑘 вершин; 

2. граф 𝐺∗ содержит 𝑛 + 𝑘 вершин, то есть |𝑉∗| = |𝑉| + 𝑘; 

3. 𝛼∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1, 2. 

Граф 𝐺∗ = (𝑉∗, 𝛼∗) называется минимальным рёберным 𝑘-расширением (𝑘 

натуральное) 𝑛-вершинного графа 𝐺 = (𝑉, 𝛼), если выполняются следующие 

условия: 

1. граф 𝐺∗ является рёберным 𝑘-расширением 𝐺, то есть граф 𝐺 

вкладывается в каждый подграф графа 𝐺∗, получающийся удалением 

любых его 𝑘 рёбер; 

2. граф 𝐺∗ содержит 𝑛 вершин, то есть |𝑉∗| = |𝑉|; 

3. 𝛼∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1, 2 [6]. 

Далее будем использовать сокращения: МР-1Р – минимальное рёберное 1-

расширение, МВ-1Р – минимальное вершинное 1-расширение. 

 

2 Примеры ориентаций графов 

 

2.1 Ориентации полного графа с тремя вершинами 

Ребро графа можно ориентировать несколькими способами: либо ребро 

заменяется дугой (два варианта) либо парой дуг. Рассмотрение различных 
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ориентаций графа удобно начать с полного графа с тремя вершинами. 

Изображение графа показано на рисунке 1 и построено с помощью программы 

yEd Graph Editor [8].  

 

Рисунок 1 – Полный граф с тремя вершинами 

На рисунке 2 показаны два различных варианта ориентации данного графа. 

Но они являются изоморфными. 

 

Рисунок 2 – Изоморфные ориентации графа 

На рисунке 3 показаны все неизоморфные ориентации, если рассматривать 

только диграфы. Поскольку эти графы полные и направленные, они – турниры. 

 

Рисунок 3 – Неизоморфные ориентации графа, если между вершинами одно ребро 

 

2.2 Ориентации полного графа с четырьмя вершинами 

Можно рассмотреть полный граф с четырьмя вершинами. Он показан на 

рисунке 5. 
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Рисунок 5 – Полный граф с четырьмя вершинами 

У полного графа с четырьмя вершинами легко можно изобразить все его 

неизоморфные ориентации, если рассматривать только диграфы. Такие 

ориентации показаны на рисунке 6. 

 

Рисунок 6 – Неизоморфные ориентации графа, если между вершинами только одно 

ребро 

 

3 Минимальные вершинные и рёберные 1-расширения циклов 

 

Теорема Хейза «О минимальных вершинных 1-расширениях цикла» 

говорит, что минимальное вершинное 1-расширение цикла 𝐶𝑛 имеет вектор 

степеней (3,… ,3) при 𝑛 = 2𝑘 + 1 и (4,3,… ,3) при 𝑛 = 2𝑘 и может быть 

построено по следующим схемам [1, 9]: 

 

Рисунок 7 – Минимальное вершинное 1-расширение цикла 𝐶𝑛 при 𝑛 = 2𝑘 
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Рисунок 8 – Минимальное вершинное 1-расширение цикла 𝐶𝑛 при 𝑛 = 2𝑘 + 1 

Так же существует теорема, которая говорит, что графы, построенные по 

схемам из теоремы Хейза «О минимальных вершинных 1-расширениях цикла», 

являются минимальными рёберными 1-расширениями циклов (но количество 

вершин не меняется) [2, 9]. 

 

Рисунок 9 – Минимальное рёберное 1-расширение цикла 𝐶𝑛 при 𝑛 = 2𝑘 

 

Рисунок 10 – Минимальное рёберное 1-расширение цикла 𝐶𝑛 при 𝑛 = 2𝑘 + 1 

 

4 Алгоритм генерации минимальных 1-расширений ориентаций 

циклов 

 

Поиск МВ-1Р и МР-1Р для графов осуществляется независимо и 

последовательно. Алгоритм поиска работает с матрицей смежности исходного 

графа. В данной работе в качестве исходных графов рассматриваются только 

неизоморфные ориентированные циклы, у которых между любой парой вершин 

не более одной дуги; в качестве минимальных 1-расширений рассматриваются 

графы, которые могут содержать встречные дуги между парой вершин. 
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5 Программная реализация генерации и подсчёта минимальных 

1-расширений ориентаций циклов 

 

В ходе работы была разработана и реализована программа 

«CycleMin1Extension» для получения всех неизоморфным минимальных 

вершинных и рёберных 1-расширений ориентаций циклов. Программа написана 

на языке программирования Java в среде разработки IntelliJ IDEA Community 

Edition 2019.3.1. Полный исходный код программы на языке Java представлен в 

приложении А.  

Алгоритм действий программы является точной реализацией алгоритма, 

описанного в пункте 4 данной работы. Программа считывает по очереди 

ориентированные циклы из входного файла. Для каждого запускается поиск всех 

МВ-1Р, потом всех МР-1Р. Полученные результаты сохраняются в файл, и 

программа переходит к следующему ориентированному циклу. 

 

6 Расширения с заданным числом дополнительных дуг 

 

Ниже представлена таблицы 2 и 3 с информацией о суммарном количестве 

расширений с заданным минимальным числом дополнительных дуг для 

ориентаций циклов с количеством вершин до 8 включительно.  

Таблица 2 – Информация о количестве МВ-1Р 

 3 вер. 4 вер. 5 вер. 6 вер. 7 вер. 8 вер. 

3 доп. дуги 1 - - - - - 

4 доп. дуги - 1 4 - - - 

5 доп. дуг 1 17 - 1 6 - 

6 доп. дуг - 1 - 37 7 2 

7 доп. дуг - - 3 114 103 261 

8 доп. дуг - - - 2 - 481 

9 доп. дуг - - - - 6 - 

10 доп. дуг - - - - - 7 
 

Таблица 3 – Информация о количестве МР-1Р 

 3 вер. 4 вер. 5 вер. 6 вер. 7 вер. 8 вер. 
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2 доп. дуги - 2 - - - - 

3 доп. дуги 2 - 3 4 - - 

4 доп. дуги - 5 36 30 10 25 

5 доп. дуг - - 3 16 274 25 

6 доп. дуг - - - 9 - 73 

7 доп. дуг - - - - 24 - 

8 доп. дуг - - - - - 126 

 

В таблицах 4 и 5 содержится информация о суммарном количестве 

ориентаций циклов с количеством вершин до 8 включительно, минимальные 1-

расширения которых содержат заданное числом дополнительных дуг.  

Таблица 4 – Информация о количестве ориентаций с заданным числом дополнительных 

дуг у МВ-1Р 

 3 вер. 4 вер. 5 вер. 6 вер. 7 вер. 8 вер. 

3 доп. дуги 1 - - - - - 

4 доп. дуги - 1 3 - - - 

5 доп. дуг - 2 - 1 1 - 

6 доп. дуг 1 1 - 5 4 1 

7 доп. дуг - - 1 2 4 11 

8 доп. дуг - - - 1 - 9 

9 доп. дуг - - - - 1 - 

10 доп. дуг - - - - - 1 

 

Таблица 5 – Информация о количестве ориентаций с заданным числом дополнительных 

дуг у МР-1Р 

 3 вер. 4 вер. 5 вер. 6 вер. 7 вер. 8 вер. 

2 доп. дуги - 1 - - - - 

3 доп. дуги 2 - 1 3 - - 

4 доп. дуги - 3 2 4 2 15 

5 доп. дуг - - 1 1 7 3 

6 доп. дуг - - - 1 - 3 

7 доп. дуг - - - - 1 - 

8 доп. дуг - - - - - 1 

 

Начиная с ориентаций циклов с 5 вершинами, наибольшее количество 

дополнительных дуг необходимо при построении минимального вершинного 

или рёберного 1-расширения гамильтоновой ориентации цикла и эта же 
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ориентация является единственной, чьи минимальные 1-расширения имеют 

такое число дополнительных дуг. 

 

7 Минимальные 1-расширения гамильтоновых ориентаций 

цикла 

 

В 1976 году  Хейз сформулировал теорему: «Минимальное вершинное 1-

расширение 𝑛-вершинного цикла 𝐶𝑛 содержит в точности ⌊
𝑛+4

2
⌋ дополнительных 

рёбер» [1]. На основе этой теоремы были сформулированы 2 другие теоремы. 

Первая теорема касается верхней и нижней оценок числа дополнительных дуг 

𝑒𝑐(𝐶𝑛) МВ-1Р ориентаций циклов 𝐶𝑛: «Число дополнительных дуг МВ-1Р 

ориентации цикла 𝐶𝑛: ⌊
𝑛+4

2
⌋ ≤ 𝑒𝑐(𝐶𝑛) ≤ 𝑛 + 2» [13]. Вторая теорема касается 

количества дополнительных дуг МВ-1Р гамильтоновой ориентации цикла. 

Опуская схему построения данной ориентация, в теореме говорится, что МВ-1Р 

гамильтоновой ориентации цикла 𝐶𝑛 имеет 𝑛 + 2 дополнительные дуги [13].  

Результаты, собранные при работе программы «CycleMin1Extension» и 

описанные в приложении В, подтверждают эту теорему. Например, среди 

ориентаций цикла с 7 вершинами МВ-1Р только одной ориентации имели 9 

дополнительных дуг, и эта ориентация – гамильтонова. На основе полученных 

данных, полученных при работе программы можно предположить, что 

количество дополнительных дуг МР-1Р гамильтоновой ориентации цикла 𝐶𝑛 

может быть точно определено как 𝑛. Полный каталог гамильтоновых ориентаций 

и их минимальных 1-расширений для циклов с числом вершин до 8 

включительно находится в приложении В.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В данной работе была рассмотрена задача генерации и вычисления 

количества неизоморфных минимальных вершинных и рёберных 1-расширений 

ориентаций циклов. В теоретической части был рассмотрен алгоритм решения 

данной задачи и некоторые его оптимизации. Практические вычисления 

показывают, что даже с применением оптимизаций время необходимое на поиск 

результатов растёт крайне быстро с увеличением числа вершин графа. 

В результате проделанной работы была разработана и реализована 

программа «CycleMin1Extension», написанная на языке программирования Java, 

для подсчёта количества минимальных вершинных и рёберных 1-расширений 

ориентаций циклов с числом вершин до 8. Таким образом, поставленные в работе 

задачи были решены. Программа «CycleMin1Extension» может применяться при 

необходимости найти все неизоморфные минимальные вершинные и рёберные 

1-расширения заданных ориентаций циклов. 

За время работы были обработаны все ориентированные циклы с числом 

вершин до 8 включительно, были найдены количества их минимальных 

вершинных и рёберных 1-расширений, количества дополнительных дуг для 

генерации минимальных 1-расширений. Собранные данные приведены в работе. 
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