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Ââåäåíèå. Äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç − ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ

äèñöèïëèíà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ïðè êëàäíûå çàäà÷è öèôðîâîé îáðàáîòêè

ñèãíàëîâ (ÖÎÑ) òàêèå êàê ôèëüòðàöèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ, èíòåðïîëÿöèÿ, èäåí-

òèôèêàöèÿ, ðàñïîçíàâàíèå, èìèòàöèÿ, ñæàòèå, êîäèðîâàíèå, ïåðåäà÷à ïî êà-

íàëàì ñâÿçè, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ îáëàñòü èõ

ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîíÿòèå ñèãíàëà òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Â äèñêðåòíîì ãàðìîíè-

÷åñêîì àíàëèçå ñèãíàë îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ ñîñòàâ-

ëÿåò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) â ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ

áàçèñàõ. Â 1965 ã. â ðàáîòå Êóëè è Òüþêè ïðåäëîæèëè áûñòðîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ) − áûñòðûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ. Â êà÷åñòâå îòíîñè-

òåëüíî íîâûõ èíòåðåñíûõ ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî

ïðèâåñòè ïðèìåðû: íàíåñåíèå âîäÿíûõ çíàêîâ, òî åñòü íåçàìåòíîå ðàçìåùå-

íèå êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè â èçîáðàæåíèè, è ñòåãàëîãðàôèÿ � øèôðîâàíèå

ïîñëàíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî áûëî ïîíÿòíî âñåì, êðîìå ïîëó÷àòåëÿ.

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ÄÏÔ ïîðîæäàåò ðàçëîæåíèå ñèãíàëà ïî ýêñïî-

íåíöèàëüíîìó áàçèñó. Ðàçëîæåíèå ñèãíàëà ïî ðàçëè÷íûì áàçèñàì ÿâëÿåòñÿ

îñíîâíûì ïðèåìîì ÖÎÑ. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ðàçëîæåíèé ïîç-

âîëÿþò âûÿâèòü ñòðóêòóðó ñèãíàëà. Âûáîð ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà ÿâëÿåò-

ñÿ âàæíîé òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ïðîáëåìîé. Ïðè åå ðåøåíèè ìîãóò

îêàçàòüñÿ îñîáåííî ïîëåçíûìè ïàðàìåòðè÷åñêèå áàçèñíûå ñèñòåìû, ñîäåðæà-

ùèå â ñâîåé ñòðóêòóðå îäèí èëè íåñêîëüêî èçìåíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, âëèÿ-

þùèõ íà èõ ñâîéñòâà. Èçâåñòíûì è âàæíûì ïðèìåðîì òàêèõ áàçèñîâ ñëó-

æèò êëàññ êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé Âèëåíêèíà-Êðåñòåíîíà

(ÂÊÔ), óïðàâëåíèå ñâîéñòâàìè êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèè

îñíîâàíèÿ èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ è äîïîëíèòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ

ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïðåäóïîðÿäî÷åíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå. ÂÊÔ

ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ôóíêöèÿìè ñ áàçîâîé îïåðàöèåé ìóëüòèïëè-

êàòèâíîñòè â âèäå ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó îñíîâàíèþ ñè-

ñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóåìîé ïðè ïðåäñòàâëåíèè íîìåðà è àðãóìåíòà ÂÊÔ,

ïîýòîìó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû âñå âàæíûå äëÿ ÖÎÑ òåîðåìû ñïåêòðàëüíîãî
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àíàëèçà (òåîðåìû î ìîäóëÿöèè, ñäâèãå, ñâåðòêå, êîððåëÿöèè, ýíåðãåòè÷åñêîì

ñïåêòðå è óìíîæåíèè ñèãíàëîâ).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå äèñêðåòíûõ ñèñòåì Âèëåíêèíà-

Êðåñòåíñîíà, ó êîòîðûõ îáðàçóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç îäèíà-

êîâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ðàáîòà ïðîøëà àïðîáàöèþ íà åæåãîäíîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè

”Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè”, êîòîðóþ ïðîâîäèë

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÑÃÓ â àïðåëå 2019 ãîäà, â ñåêöèè

”Àíàëèç äàííûõ”.

Ïðîñòðàíñòâî ñèãíàëîâ. Ïóñòü N − íàòóðàëüíîå, ôèêñèðîâàííîå ÷èñ-

ëî. Ñèãíàëîì íàçûâàåòñÿ N -ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ öå-

ëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà

x = x(j), j ∈ Z. Ìíîæåñòâî ñèãíàëîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CN . Â CN åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ äâå îïåðàöèè � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ñèãíàëîâ è

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñèãíàëà íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

y = x1 + x2 ⇐⇒ y(j) = x1(j) + x2(j), j ∈ Z;
y = cx ⇐⇒ y(j) = cx(j), j ∈ Z.

Â ðåçóëüòàòå CN ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì êîìïëåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íóëå-

âûì ýëåìåíòîì â CN ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë O, òàêîé, ÷òî O(j) = 0 ïðè âñåõ j ∈ Z.
Åäèíè÷íûì N -ïåðèîäè÷åñêèì èìïóëüñîì íàçûâàåòñÿ ñèãíàë δN , ó êîòî-

ðîãî δN(j) = 1, êîãäà j äåëèòñÿ íà N , è δN(j) = 0 ïðè îñòàëüíûõ j ∈ Z.

Î÷åâèäíî, ÷òî δN(−j) = δN(j).

Ëåììà 1.

Äëÿ x ∈ CN ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(j) =
N−1∑
k=0

x(k)δN(j − k), j ∈ Z. (1)

Ôîðìóëà (16) äàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà x ïî åãî çíà÷å-

íèÿì íà îñíîâíîì ïåðèîäå Jn = 0 : N − 1.
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Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìà ñäâèãîâ åäèíè÷íîãî èìóïóëüñà

δN(j), δN(j − 1), . . . , δN(j −N + 1). (2)

Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà íà Z.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ëþáîé ñèãíàë x ðàçëàãàåòñÿ ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé

ñèñòåìå (2). Çíà÷èò, ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà CN . Ïðè ýòîì

ðàçìåðíîñòü CN ðàâíà N.

Ëåììà 2.

Äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà x ïðè âñåõ l ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N−1∑
j=0

x(j + l) =
N−1∑
j=0

x(j). (3)

Ñëåäñòâèå.

Â óñëîâèÿõ ëåììû 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N−1∑
j=0

x(l − j) =
N−1∑
j=0

x(j). (4)

Â CN ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈x, y〉 =
N−1∑
j=0

x(j)y(j), ||x|| = 〈x, x〉1/2 .

Äâà ñèãíàëà x, y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè 〈x, y〉 = 0. Ñèãíàë x

íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè ||x|| = 1.

Ñäâèã x(j − k) ñèãíàëà x(j) êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà CN îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç x(· − k).
Ëåììà 3. Ïðè âñåõ k, l ∈ Z èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈δN(· − k), δN(· − l)〉 = δN(k − l).

Ñëåäñòâèå.
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Ñèñòåìà ñèãíàëîâ (2) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, ò.å. îáðàçóåò îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå CN .

Ëåììà 4.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ x, y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êî-

øè�Áóíÿêîâñêîãî

| 〈x, y〉 | ≤ ||x|| · ||y||. (5)

Ïðè x 6= O íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà y = cx ïðè íåêîòîðîì c ∈ C.
Â ëèíåéíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå CN ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ óìíî-

æåíèÿ ñèãíàëîâ:

y = x1x2 ⇐⇒ y(j) = x1(j)x2(j), j ∈ Z.

Â ýòîì ñëó÷àå CN ñòàíîâèòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Åäèíèöåé

ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë I, ó êîòîðîãî I(j) = 1 ïðè âñåõ j ∈ Z.
Îáðàòíûé ñèãíàë x−1 ê ñèãíàëó x îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

xx−1 = x−1x = I. Îí ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ

x(j) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïðè ýòîì x−1(j) = [x(j)]−1, j ∈ Z.
Íàðÿäó ñ ñèãíàëîì x ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèãíàëû x,Rex, Imx, |x| ñî çíà-

÷åíèÿìè x(j) = x(j), [Rex](j) = Rex(j), [Imx](j) = Imx(j), |x|(j) = |x(j)|.
Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî xx = |x|2.

Ñèãíàë x íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè x(−j) = x(j), è íå÷åòíûì, åñëè

x(−j) = −x(j) ïðè âñåõ j ∈ Z. Ñèãíàë x íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì, åñëè

Imx = O, è ÷èñòî ìíèìûì, åñëè Rex = O.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî CN ïðè N ≥ 2. Îäíàêî

è ïðè N = 1 ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò ñìûñë: C1 ñîñòîèò èç ñèãíàëîâ x, ó

êîòîðûõ x(j) ≡ c, ãäå c � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì δ1 = I.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïóñòü êîðåíü N-îé ñòåïåíè èç

åäèíèöû ωN = exp
(

2πi
N

)
.
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Ëåììà 5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

N

N−1∑
k=0

(ωkjN ) = δN(j), j ∈ Z. (6)

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå − ýòî îòîáðàæåíèå FN : CN → CN ,

ñîïîñòàâëÿþùåå ñèãíàëó x ñèãíàë X = FN(x) ñî çíà÷åíèÿìè

X(k) =
N−1∑
j=0

x(j)ω−kjN , k ∈ Z. (7)

Ñèãíàë X íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Ôóðüå ñèãíàëà x èëè ïðîñòî ñïåêòðîì, à

âåëè÷èíû X(k) − êîìïîíåíòàìè ñïåêòðà.

Òåîðåìà 1.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

x(j) =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)ωkjN , j ∈ Z. (8)

Ïóñòü uk(j) = ωkjN . Òîãäà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ÄÏÔ ïðèìåò âèä

x(j) =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)uk(j) (9)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèãíàë x(j) ðàçëàãàåòñÿ ïî ñèñòåìå ñèãíàëîâ

u0(j), u1(j), . . . , uN−1(j). (10)

Êîýôôèöèåíòàìè â ýòîì ðàçëîæåíèè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñïåêòðà.

Ëåììà 6.

Ñèñòåìà ñèãíàëîâ (10) îðòîãîíàëüíà. Ïðè ýòîì ||uk||2 = N ïðè âñåõ

k ∈ 0 : N − 1.

Ñèñòåìà (10) îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå CN . Ýòîò

áàçèñ íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì.
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Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) ñêàëÿðíî íà ul è èñïîëüçóÿ ëåììó 6

ïîëó÷èì 〈uk, ul〉 = X(l). Òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè (9)

îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òîãäà ôîðìóëà (6) ïðèìåò âèä

δN(j) =
1

N

N−1∑
k=0

(uk(j)).

Äàííîå ðàçëîæåíèå åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó áàçèñó,

â êîòîðîì âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû åäèíèöå. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëî-

æåíèÿ FN(δN) = I.

Òåîðåìà 2.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âåùåñòâåííîñòè ñèãíàëà x ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷åòíîñòü åãî ñïåêòðà X.

Òåîðåìà 3.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÷åòíîñòè ñèãíàëà x ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííîñòü åãî ñïåêòðà X.

Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåì 2 è 3 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò: êðèòåðèåì âåùåñòâåí-

íîñòè è ÷åòíîñòè ñèãíàëà x ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîñòü è ÷åòíîñòü åãî

ñïåêòðà X.

Â ïðèìåðàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå, ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëåíèå ÄÏÔ.

Ñèãíàëû èç CN äîñòàòî÷íî çàäàâàòü íà îñíîâíîì ïåðèîäå 0 : N − 1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 2m ≤ N , è

x(j) =

1 ïðè j ∈ 0 : m− 1 è j ∈ N −m+ 1 : N − 1;

0 ïðè j ∈ m : N −m.

(Ïðè m = 1 ñèãíàë x(j) ñîâïàäàåò ñ δN(j).)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

X(k) =

2m− 1 ïðè k = 0;

sin((2m−1)kπ/N)
sin(kπ/N) ïðè k ∈ 1 : N − 1.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ÄÏÔ

X(k) =
m−1∑
j=0

ω−kjN +
N−1∑

j=N−m+1

ω
k(N−j)
N =

m−1∑
j=−(m−1)

ωkjN .

Â ÷àñòíîñòè, X(0) = 2m − 1. Äàëåå, ïðè k ∈ 1 : N − 1 ïî ôîðìóëå äëÿ

ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

X(k) =
ω
−k(m−1)
N − ωkmN

1− ωkN
· 1− ω

−k
N

1− ω−kN
=

=
ω
−k(m−1)
N − ωkmN − ω−kmN + ω

k(m−1)
N

2−−ωkN − ω
−k
N

=

=
sin(2(m− 1)kπ/N)− sin(2mkπ/N)

1− cos(2kπ/N)
=

=
sin(2(m− 1)kπ/N) sin(kπ/N)

sin2(kπ/N)
=

sin((2m− 1)kπ/N)

sin(kπ/N)
.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü N = 2n è

x(j) =

1 ïðè j ∈ 0 : n− 1;

−1 ïðè j ∈ n : N − 1.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

X(k) =

0 ïðè ÷åòíûõ k,

2(1− i ctg πk
N ) ïðè íå÷åòíûõ k.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÄÏÔ

X(k) =
n−1∑
j=0

ω−kjN −
2n−1∑
j=n

ω
−k(j−n)−kn
N = (1− ω−knN )

n−1∑
j=0

ω−kjN .

Ïîñêîëüêó ω2 = −1, òî ω−knN = ω−kn2n = ω−k2 = (−1)−k, òàê ÷òî
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X(k) =

0 ïðè ÷åòíûõ k,
2(1−ω−knN )

1−ω−kN

= 4
1−ω−kN

ïðè íå÷åòíûõ k.

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.

Ïóñòü X = FN(x), Y = FN(y). Òîãäà

〈x, y〉 = N−1 〈X, Y 〉 (11)

Ñëåäñòâèå.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖x‖2 = N−1 ‖X‖2 . (12)

Ôîðìóëà (12) íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ, à ôîðìóëà (11) � îáîá-

ùåííûì ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèõ ñóìì â ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ âûâåñòè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò

ñïåêòðà ñèãíàëà. Èñïîëüçóÿ ïðèìåð 2, äëÿ ðàññìîòðåííîãî â íåì ñèãíàëà

èìååòñÿ

‖x‖2 = N = 2n,

‖X‖2 = 4
n−1∑
k=0

∣∣∣∣1− i ctg (2k + 1)π

2n

∣∣∣∣2 = 4
n−1∑
k=0

1

sin2 (2k+1)π
2n

.

Íà îñíîâàíèè (12) ïîëó÷àåì

n−1∑
k=0

1

sin2 (2k+1)π
2n

= n2.
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Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü

x(j) = j, j ∈ 0 : N − 1.

Äåéñòâèòåëüíî

X(k) =

1
2N(N − 1) ïðè k = 0;

−1
2N(1− i ctg πk

N ) ïðè k ∈ 1 : N − 1.
(13)

Ïî îïðåäåëåíèþ ÄÏÔ èìååòñÿ

X(k) =
N−1∑
j=0

jω−kjN .

Â ÷àñòíîñòè, X(0) = 1
2N(N − 1). Ïóñòü k ∈ 1 : N − 1. Òîãäà

N−1∑
j=0

(j + 1)ω−kjN = X(k) +NδN(k) = X(k).

Âìåñòå ñ òåì,

N−1∑
j=0

(j + 1)ω−kjN = ωkN

N−1∑
j=0

(j + 1)ω
−k(j+1)
N =

= ωkN

N∑
j′=1

j′ω−kj
′

N = ωkN(X(k) +N).

Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ X(k) = ωkN(X(k) +N), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

X(k) =
NωkN
1− ωkN

= − N

1− ω−kN
= −1

2
N(1− i ctg πk

N
),

k ∈ 1 : N − 1.

Ôîðìóëà (13) óñòàíîâëåíà.
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Âû÷èñëèâ êâàäðàòû íîðì ñèãíàëà x è åãî ñïåêòðà X ïîëó÷àåì

‖X‖2 =
1

4
N 2(N − 1)2 +

1

4
N 2

N−1∑
k=1

1

sin2 πk
N

.

Íà îñíîâàíèè (12)

(N − 1)(2N − 1)

6
=

1

4
(N − 1)2 +

1

4

N−1∑
k=1

1

sin2 πk
N

.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

N−1∑
k=1

1

sin2 πk
N

=
N 2 − 1

3
.

ÂÊÔ è èõ ñâîéñòâà. Ïóñòü p åñòü ïðîèçâîëüíîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî, ïðèíÿòîå â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, à öåëûå ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà k è i, çàäàþùèå íîìåð è àðãóìåíò ÂÊÔWal(k, iN ), îïðåäåëåí-

íîé íà èíòåðâàëå [0, N = pn) èìåþò ñëåäóþùóþ n-ðàçðÿäíóþ ïîçèöèîííóþ

çàïèñü:

k =
n∑

m=1

k(m)pm−1, i =
n∑

m=1

i(m)pm−1,

ãäå k(m) è i(m) ÿâëÿþòñÿ m-ìè ðàçðÿäàìè ÷èñåë k è i ñîîòâåòñòâåííî è ëåæàò

â äèàïàçîíå [0, p− 1]. Òîãäà ÂÊÔ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì âûðàæåíè-

åì:

Wal

(
k,

i

N

)
= exp

(
j
2π

p

n∑
m=1

k(m)i(m)

)
, j =

√
−1. (14)

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ÂÊÔ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå îäíó áàçèñíóþ ôóíê-

öèþ çàäàííîãî íîìåðà k, à ñåìåéñòâî ôóíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ çíà÷åíèÿìè
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ïàðàìåòðîâ p è n. Òàê, íàïðèìåð, ïðè p = 2 è n 6= 1 ôóíêöèÿ

Wal

(
k,

i

N

)
= exp

(
jπ

n∑
m=1

k(m)i(m)

)
= ±1

è ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ Óîëøà, à ïðè p = N è n = 1 ÂÊÔ ñòàíîâèòñÿ

äèñêðåòíîé êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé (ÄÝÔ) Ôóðüå

Wal

(
k,

i

N

)
= exp

(
j2πk(1) i

(1)

N

)
, ãäå k(1), i(1) = 0, 1, . . . , N − 1

Äèñêðåòíûå ÂÊÔ ïðèíèìàþò òîëüêî p ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé è îáëàäàþò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1)îðòîíîðìèðîâàííîñòè

1

N

N−1∑
i=0

k(m)i(m)Wal

(
k,

i

N

)
Wal

(
λ,

i

N

)
= δk,λ

çäåñü δk,λ − ñèìâîë Êðîíåêåðà

2)ïåðèîäè÷íîñòè ñ ïåðèîäîì N

Wal

(
k,

(
i±N
N

))
= Wal

(
k,

i

N

)
,

3)äâîéñòâåííîñòè (ñèììåòðèè)

Wal

(
k,

(
i

N

))
= Wal

(
i,
k

N

)
,

4)äâîéíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñ áàçîâîé îïåðàöèåé â âèäå ïîðàçðÿäíîãî

ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p

Wal

(
k,

(
i

N

))
=

1

Wal(k, iN )
,

Wal

(
k,

(
i

N

))
Wal

(
λ,

(
i

N

))
= Wal

(
q,
i

N

)
,

12



Wal

(
i,

(
k

N

))
Wal

(
i,

(
λ

N

))
= Wal

(
i,
q

N

)
,

ãäå q = k ⊕ λ
è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p p-è÷íûõ êî-

äîâ ÷èñåë i è λ. Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõWal(k, iN ) îçíà÷àåò êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííóþ ÂÊÔ, òî åñòü

Wal

(
k,

(
i

N

))
= exp

(
−j2π

p

n∑
m=1

k(m)i(m)

)
.

Òàê êàê íà èíòåðâàëå [0, N) ìîæíî çàïèñàòü òîëüêî N äèñêðåòíûõ ÂÊÔ,

òî ñèñòåìà èç òàêèõ ÂÊÔ áóäåò ïîëíîé, ïîñêîëüêó å¼ íåëüçÿ áóäåò äîïîëíèòü

íà ýòîì èíòåðâàëå íè îäíîé íîâîé ôóíêöèåé, îðòîãîíàëüíîé îäíîâðåìåííî êî

âñåì îñòàëüíûì ôóíêöèÿì ñèñòåìû. Ïîëíàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà, îáðàçîâàí-

íàÿ èç ÂÊÔ (14), ïîëó÷èëà íàçâàíèå ñèñòåìû ÂÊÔ ñ óïîðÿäî÷åíèåì Àäàìàðà

(ÂÊÔ-Àäàìàðà). Êðîìå íåå â òåîðèè è ïðàêòèêå ÖÎÑ øèðîêî èñïîëüçóþò-

ñÿ åùå äâå ñèñòåìû ÂÊÔ ñ óïîðÿäî÷åíèÿìè Ïýëè è Õàðìóòà, ïîëó÷àåìûå

ïóòåì çàìåíû ïðÿìîãî p-è÷íîãî êîäà íîìåðà ÂÊÔ k åãî èíâåðòèðîâàííûì

êîäîì èëè îáîáùåííûì êîäîì Ãðåÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî êàæäîé ñèñòåìå äàíû

ñâîè îáîçíà÷åíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ÂÊÔ - Àäàìàðà

Had

(
k,

(
i

N

))
= exp

(
j
2π

p

n∑
m=1

k(m)i(m)

)
,

ÂÊÔ � Ïýëè

Pal

(
k,

(
i

N

))
= exp

(
j
2π

p

n∑
m=1

k(n+1−m)i(m)

)
,

ÂÊÔ � Õàðìóòà

Har

(
k,

(
i

N

))
= exp

(
j
2π

p

n∑
m=1

< k(m) > i(m)

)
,
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ãäå < k(m) > îçíà÷àåò m-é ðàçðÿä îáîáùåííîãî êîäà Ãðåÿ ÷èñëà k, âû÷èñ-

ëÿåìûé ïî ïðàâèëó:

< k(m) >= (k(m) + k(m+1)) mod p,m = 1, 2, . . . n

ïðè ýòîì

k(n+1) = 0.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî èíâåðòèðîâàíèå êîäà k è åãî êîäèðîâàíèå Ãðåÿ

íå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ñàìèõ ôóíêöèé Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà, à òîëüêî

ìåíÿþò ïðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ â ïîëíîé ñèñòåìå. Ïåðåóïîðÿäî÷åíèå ôóíêöèé

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíûé ñïîñîá ðàñøèðåíèÿ êëàññà áàçèñíûõ ñè-

ñòåì íà îñíîâå ÂÊÔ.

Âñå ïîëíûå ñèñòåìû ÂÊÔ âíå çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà èõ óïîðÿäî÷åíèÿ

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçëîæåíèÿ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ x(i), i =

0, 1, . . . N − 1

x(i) =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)Wal

(
k,

(
i

N

))
,

X(k) =
N−1∑
i=0

x(i)Wal

(
k,

(
i

N

))
, (15)

è óñòàíàâëèâàåò âçàèìîîäíîçíà÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèã-

íàëîì x(i) è åãî ñïåêòðîì X(k). Ñîîòíîøåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà è ñîñòàâëÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ

îñíîâó ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà â áàçèñå ÂÊÔ. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè â îáùåì

ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü

MΠ = N 2, AΠ = N(N − 1)
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êîìïëåêñíûõ óìíîæåíèé è ñëîæåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ ïðè áîëüøèõ çíà÷å-

íèé N ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííûì.

ÄÏÔ â áàçèñå ÂÊÔ. Â ëèíåéíîé òåîðèè êîíòèíóàëüíûõ ñèãíàëîâ îíè

îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (âçâåøåííîé ñóììû)

êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñíóþ ñèñòåìó.

Íàáîð âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ (êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä) â ýòîé êîìáèíàöèè

íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ñèãíàëà è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ýòîò ñèãíàë. Â ñëó÷àå

êîíå÷íîãî èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ ñèãíàëîâ òàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ åñòü

ðÿä Ôóðüå. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè èíòåðâàëà â ïðåäåëå ðÿä Ôó-

ðüå çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè íåêîòîðûõ

äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïåðåõîäèò â ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Â îáû÷íîé ëèíåéíîé òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ èõ òàêæå ïðåäñòàâëÿþò

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ÄÝÔ {exp[j(2π
N )]kx}, ãäå k � íîìåð

ôóíêöèè â ñèñòåìå. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ òàêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå ðÿäó Ôóðüå, íàçûâàåòñÿ ÄÏÔ è èìååò âèä

s(x) =
N−1∑
k=0

S(k)ej(2π/N)kx, S(K) =
1

N

N−1∑
k=0

s(x)e−j(2π/N)kx. (16)

Çäåñü ñèãíàë s(x) è åãî ñïåêòð S(k) ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ôóíêöèÿìè, îïðå-

äåëåííûìè íà èíòåðâàëå N. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ

äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëàïëàñà

s(x) =
1

2πj

∫ β+jπ

β−jπ
S(p)epxdp, S(p) =

∞∑
x=0

s(x)e−px.

Çäåñü èçîáðàæåíèå S(p) åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîé êîìïëåêñ-

íîé ïåðåìåííîé p = β + jω.

Äëÿ óäîáñòâà òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóþò â íåñêîëüêî ìîäèôèöè-

ðîâàííîì âèäå, íîñÿùåì íàçâàíèå z-ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîëó÷àþùåìñÿ ïóòåì
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ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé z = exp p,

s(x) =
1

2πj

∮
|z|=1

S(z)zx−1dz, S(z) =
∞∑
x=0

s(x)z−x. (17)

Ïåðåõîä îò ïåðåìåííîé p ê ïåðåìåííîé z ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó îòîáðàæåíèþ

ïëîñêîñòè p íà ïëîñêîñòü z, ïðè êîòîðîì ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå îñè jω, îòîáðà-

æàþòñÿ íà êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñàìà

îñü jω ïðè ýòîì ïðåîáðàçóåòñÿ â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðè÷åì êî-

ãäà ω èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2π, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè z ñîâåðøàåò

ðîâíî îäèí îáîðîò ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ôîðìóëàõ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ

S(z) åñòü êîíòèíóàëüíàÿ ôóíêöèÿ è åå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî çàìêíóòî-

ìó êîíòóðó âäîëü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå è ñâÿçàí-

íàÿ ñ íèì òåîðèÿ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

ïðè ïðîåêòèðîâàíèè èìïóëüñíûõ ñèñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ è öèôðîâûõ ôèëü-

òðîâ. Â òî æå âðåìÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðåäñòàâëåíèåì ñèãíàëîâ íà

êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ, íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñâîåãî ðàçâèòèÿ è äî íàñòîÿùåãî

âðåìåíè íå èìåëî åäèíîãî òåîðåòè÷åñêîãî ôóíäàìåíòà.

Íàõîäÿñü â ðàìêàõ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà N , ìîæíî ââåñòè íîâîå ïîíÿòèå

ñäâèãà ñèãíàëà s(x) íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó τ (öåëîå ÷èñëî), îïðåäåëèâ åãî

êàê ïåðåñòàíîâêó îòñ÷åòîâ, âûçâàííóþ ïîðàçðÿäíûì ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ

÷èñåë x è τ , ïðåäñòàâëåííûõ â m-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (ñëîæåíèå áåç

ïåðåíîñà â ñòàðøèé ðàçðÿä). Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàçâàíà m-ñäâèãîì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå êàêîé-ëèáî

áàçèñíîé ñèñòåìû ôóíêöèé áûëà õîðîøåé (òî åñòü ðàñïîëàãàëà ïðèâû÷íûìè

ïîíÿòèÿìè è òåîðåìàìè), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà áûëà ìóëüòèïëè-

êàòèâíîé, îðòîãîíàëüíîé è ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî íîìåðà ôóíêöèè â

ñèñòåìå è íîìåðà îòñ÷åòà. Òàêîé ñèñòåìîé, àäåêâàòíîé ïîíÿòèþ m-ñäâèãà,

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ÂÊÔ, êîòîðàÿ ïðè îäíîì èç ñïîñîáîâ íóìåðàöèè ôóíêöèé

â ñèñòåìå îáîçíà÷åíà Pal(p, x) (çäåñü p � íîìåð ôóíêöèè). ÄÏÔ â áàçèñå
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ÂÊÔ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè

s(x) =
N−1∑
p=0

S(p)Pal(p, x), S(p) =
1

N

N−1∑
x=0

s(x)Pal(p, x). (18)

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïî îáðàáîòêå èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ

ÂÊÔ. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïî îáðàáîòêå èíôîðìàöèè íàïèñàíà ïðî-

ãðàììà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java. Êîä ýòîé ïðîãðàììû ïðèâåäåí â

ïðèëîæåíèè À.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáðàíî ÁÏÔ â áàçèñå ÂÊÔ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò

âû÷èñëÿòü ïðåîáðàçîâàíèå çà âðåìÿ O(n log n). Îñíîâíàÿ èäåÿ ÁÏÔ çàêëþ-

÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ íà äâà âåêòîðà, ðåêóðñèâíîì

âû÷èñëåíèè ÄÏÔ äëÿ íèõ, è îáúåäèíåíèè ðåçóëüòàòîâ â îäíî ÁÏÔ.

Îñíîâíîé êëàññ FFT èìååò ôóíêöèþ �t, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò ïðÿìîå

è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà ñòåïåíè 2. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñèãíàëà

âçÿò ìàññèâ ñëó÷àéíûõ, öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 100. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

ÂÊÔ ñòàíîâèòñÿ ÄÝÔ, ò. å. ïðè p = N è n = 1, à òàêæå êîãäà ÂÊÔ ïåðåõîäèò

â ôóíêöèþ Óîëøà, ò. å. ïðè p = 2 è n 6= 1:

Çàêëþ÷åíèå. Èçó÷åíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãàðìîíè÷åñêî-

ãî àíàëèçà: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, òåîðåìû, ëåììû íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ñ

ñèãíàëàìè.

Ðàññìîòðåíî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå

Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà.

Âûïîëíåíà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïî îáðàáîòêå èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ

ÁÏÔ â áàçèñå ÂÊÔ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû â âèäå âû÷èñëåíèé è ãðàôèêîâ äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ p, n è êîýôôèöèåíòîâ îáíóëåíèÿ. Ïðè áîëüøåì êîýôôèöèåíòå îá-

íóëåíèÿ âîññòàíîâëåííûé ãðàôèê íå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì. Ïðè áîëüøåì

êîëè÷åñòâå òî÷åê âîññòàíîâëåííèé ãðàôèê ïîëó÷àåòñÿ áîëåå òî÷íûì.
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