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Ââåäåíèå. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ÿâëÿ-

þòñÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. Òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå � ëîêàëüíî íàèëó÷-

øèõ ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ñòåïåííîãî ðÿäà � ñîçäàåò íåçàâèñèìîå

íàïðàâëåíèå â êîìïëåêñíîì àíàëèçå è òåîðèè ïðèáëèæåíèé [1]. Îíè êîíñòðó-

èðóþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî åãî êîýôôèöèåíòàì è ïðåäîñòàâëÿþò îñóùåñòâ-

ëåíèå ýôôåêòèâíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ðÿäà çà ïðåäåëû åãî

êðóãà ñõîäèìîñòè, à èõ ïîëþñû â ÿâíîì ñìûñëå ëîêàëèçóþò îñîáûå òî÷êè (â

òîì ÷èñëå ïîëþñû è èõ êðàòíîñòè) ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé îáëàñòè ñõîäèìîñòè è íà åå ãðàíèöå. Â XVIII�XIX ââ. äàííîå íàïðàâëå-

íèå ôîðìèðîâàëîñü â îñíîâíîì â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè íåïðåðûâíûõ

äðîáåé. Âíèìàíèå ê àïïðîêñèìàöèÿì Ïàäå è áîëåå îáùèì êîíñòðóêöèÿì ðà-

öèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðåçêî âîçðîñëî âî âòî-

ðîé ïîëîâèíå XIX âåêà. Íàçâàíèå àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå ïîëó÷èëà ïî èìåíè

ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà À. Ïàäå, ïðèìåíÿâøåãî å¼ (1892) â ðàìêàõ êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè íåïðåðûâíûõ äðîáåé. ×àñòíûå ñëó÷àè àïïðîêñèìàöèè Ïàäå

èçó÷àëèñü íà÷èíàÿ ñ 1820 Î. Êîøè, Ê. ßêîáè, Ô. Ã. Ôðîáåíèóñîì. Ôóíäàìåí-

òàëüíûå ðåçóëüòàòû î äèàãîíàëüíûõ Ï. à. ïîëó÷åíû Ï. Ë. ×åáûøåâûì, À. À.

Ìàðêîâûì è Ò. Ñòèëòüåñîì.

Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè è ðàñøèðåíèè

ïðåäñòàâëåíèé î òåîðèè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå, à òàê æå çíà÷èìîñòü ñîñòî-

èò â âîçìîæíîñòè, â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèé

íåêîòîðûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿëîñü èçó÷åíèå îñíîâíûõ âîïðîñîâ ñâÿçàííûõ ñ

òåîðèåé àïïðîêñèìàöèé Ïàäå. Èññëåäîâàíà ñâÿçü íåïðåðûâíûõ äðîáåé ñ àï-

ïðîêñèìàöèÿìè Ïàäå; ðàññìîòðåíû òåîðåìû Ïóàíêàðå è Ïåððîíà, èõ ïðèëî-

æåíèÿ ó òåîðèè ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ äðîáåé, è ïðèëîæåíèÿ óòî÷íåííîé

òåîðåìû Ïóàíêàðå; ðàññìîòðåíà ãèïîòåçà Ëåéòîíà è ñõîäèìîñòü íåïðåðûâíîé

äðîáè Ðîäæåðñà-Ðàìàíóäæàíà. À òàê æå, èññëåäîâàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

àïïðîêñèìàöèé Ïàäå è ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ àïïðîêñèìàöèé íà ÿçûêå C++.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè àïïðîêñèìàöèé.

Âî âòîðîì ðàçäåëå èññëåäîâàíà ñâÿçü àïïðîêñèìàöèè Ïàäå è íåïðåðûâíûõ

äðîáåé.
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Â òðåòüåì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ àïïðîêñèìà-

öèé Ïàäå è ïðèìåðû âû÷èñëåíèé.

Ïðèëîæåíèå ñîäåðæèò ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáîòàííóþ ïðîãðàììó.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç 3 ðàçäåëîâ.

Ïåðâûé ðàçäåë ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû ñâÿçàííûå íåïîñðåä-

ñòâåííî ñ òåîðèåé àïïðîêñèìàöèé è àïïðîêñèìàöèé Ïàäå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü

f =
∞∑
k=0

ckz
k (1)

- ñòåïåííîé ðÿä, n,m - ïðîèçâîëüíûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Àï-

ïðîêñèìàöèåé Ïàäå [2] òèïà (n,m) ðÿäà f íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Pn,m/Qn,m, ãäå ïîëèíîìû Pn,m, degPn,m ≤ n, è Qn,m, degQn,m ≤ m,Qn,m 6= 0,

îïðåäåëÿþòñÿ (íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì) èç ñîîòíîøåíèÿ

(Qn,mf − Pn,m)(z) = O(zn+m+1), z → 0 (2)

(â ïðàâîé ÷àñòè (2) ñòîèò ðÿä ïî ñòåïåíÿì z, íà÷èíàþùèéñÿ ñ zn+m+1). Èç

ñîîòíîøåíèÿ (2) ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ [n/m]f = Pn,m/Qn,m îïðåäåëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) íàõîæäåíèå ïîëèíîìà Qn,m =

= q0 + . . . + qmz
m, qj = qj(n,m), ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû m ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

cn−m+1qm + . . .+ cn+1q0 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cnqm + . . .+ cn+mq0 = 0

ñ (m + 1) íåèçâåñòíûìè. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíàìåíàòåëÿ Qn,m ÷èñëèòåëü

Pn,m îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Pn,m =
m∑
k=0

ck(Qn,mf)zk ãäå ck(·) � k-é êîýôôè-

öèåíò ðÿäà Òåéëîðà, ñòîÿùåãî â ñêîáêàõ.

Åñëè îòëè÷åí îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü Àäàìàðà
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Hn,m =

∣∣∣∣∣∣∣
cn−m+1 cn−m+2 . . . cn

. . . . . . . . . . . .

cn cn+1 . . . cn+m−1

∣∣∣∣∣∣∣
(ïîëàãàåì ck = 0 ïðè k < 0), òî äëÿ çíàìåíàòåëÿ Qn,m èìååò ìåñòî ÿâíàÿ

ôîðìóëà

Qn,m(z) = 1
Hn,m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cn−m+1 cn−m+2 . . . cn+1

. . . . . . . . . . . .

cn cn+1 . . . cn+m−1

zm zm−1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ñ íîðìèðîâêîé Qn,m(0) = 1; àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî è äëÿ Pn,m.

Â ýòîì ñëó÷àå èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

[n/m]f (z) = c0 + c1z + . . .+ cn+mz
n+m +O(zn+m+1) (3)

Äàííîå ñîîòíîøåíèå èíîãäà ïðèíèìàþò çà îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàöèé

Ïàäå; ïðè ýòîì ïîäõîäå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå äëÿ íåêîòîðûõ n,m ìîãóò íå

ñóùåñòâîâàòü.

Òàáëèöà
{

[n/m]f , n,m = 0, 1, . . .
}

íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé Ïàäå ðÿäà f .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

[n/m]f , n = 0, 1, . . .
}

(m � ôèêñèðîâàíî) íàçûâà-

åòñÿ m-é ñòðîêîé òàáëèöû Ïàäå; íóëåâàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì ðÿäà (1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà
{

[n+ j/n]f , n = 0, 1, ...
}

è{
[n/n+ j]f , n = 0, 1, . . .

}
, ãäå j > 0 � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, íàçûâàþò-

ñÿ äèàãîíàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè òàáëèöû Ïàäå; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
[n/n]f , n = 0, 1, . . .

}
, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ èëè ãëàâíîé äèàãîíàëüþ òàáëèöû Ïàäå.

Ïóñòü <n,m � êëàññ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà p/q, ãäå deg p ≤
≤ n, deg q ≤ m, q 6= 0. Åñëè [n/m]f = P ∗n,m/Q

∗
n,m , ãäå ÍÎÄ [3](P ∗n,m/Q

∗
n,m) = 1

òî èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

(f − [n/m]f)(z) = O(zn+m+1−λn,m),
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ãäå λn,m = min(n− degP ∗n,m,m− degQ∗n,m) � äåôåêò ðàöèîíàëüíîé ôóíê-

öèè â êëàññå <n,m. Òåì ñàìûì, àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå òèïà (n,m) ðÿäà f äî-

ñòàâëÿåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîðÿäîê êàñàíèÿ ê ýòîìó ðÿäó (â òî÷êå

z = 0) â êëàññå <n,m, äðóãèìè ñëîâàìè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî íàèëó÷øåé ðàöè-
îíàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé çàäàííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà â êëàññå <n,m.

Èíäåêñ (n,m) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì â òàáëèöå Ïàäå, åñëè degP ∗n,m =

= n, degQ∗n,m = m. Êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè èíäåêñà âûðàæàåòñÿ óñëîâèåì:

Hn,m ·Hn + 1,m ·Hn,m+1 6= 0. Äëÿ òàêîãî èíäåêñà ïðè óñëîâèè, ÷òî f /∈ <n,m,
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(f − [n/m]f)(z) = An,mz
n+m+1+ln,m + . . . ,

ãäå An,m 6= 0, ln,m ≥ 0. Íîðìàëüíûìè èíäåêñàìè òàáëèöà Ïàäå ïðîèçâîëü-

íîãî ðÿäà f ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòíûå áëîêè ðàçìåðà ln,m×ln,m : [n0/m0]f =

= [n/m]f äëÿ âñåõ n ≤ n′ ≤ n + ln,m,m ≤ m′ ≤ m + ln,m (ïðè f ∈ <n,m ïîëà-

ãàþò ln,m =∞).

Îïðåäåëåíèå. (Áåéêåð). Åñëè ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû

A[N,M ](z), B[N,M ](z) ñòåïåíè N è M ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî

A[N,M ](z)

B[N,M ](z)
= (z) +O(zN+M+1) (4)

è

B[N,M ](0) = 1, (5)

òî òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

[N/M ] = A[N,M ](z)
B[N,M ](z)

Ôîðìà çàïèñè ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü çàâèñÿò îò

êàæäîãî èç ÷èñåë N è M . Çàìåíà (4) íà ñîîòíîøåíèå

A[N,M ](z)− f(z)B[N,M ](z) = O(zN+M+1)

äàåò ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî

óñëîâèå (5) ñîõðàíÿåòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå.

C(N/M) = Q[N/M ](0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
CN−M+1 CN−M+2 . . . CN

CN−M+2 CN−M+3 . . . CN + 1
...

...
...

CN CN+1 . . . CN +M − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −z (6)

Åñëè C(N/M) 6= 0, òî êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Ôðîáåíèóñà�Ïàäå è

îïðåäåëåíèå Áåéêåðà ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó. Åñëè C(N/M) = 0, òî àï-

ïðîêñèìàöèè Ïàäå [N/M ], ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Îäíàêî ìíîãî÷ëåíû, óäî-

âëåòâîðÿþùèå qM(z)f(z) − pN(z) = O(zN+M+1), ñóùåñòâóþò è îïðåäåëÿþò

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ èñòîðè÷åñêè íàçûâàëàñü àïïðîêñèìàöèåé

Ïàäå.

Âî âòîðîì ðàçäåëå èññëåäîâàíà ñâÿçü àïïðîêñèìàöèè Ïàäå è íåïðåðûâ-

íûõ äðîáåé, ðàññìîòðåíà ãèïîòåçà Ëåéòîíà è ñõîäèìîñòü íåïðåðûâíîé äðîáè

Ðîäæåðñà-Ðàìàíóäæàíà, à òàê æå íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Ïóàíêàðå.

Ê ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

fn + α1,nfn−1 + . . .+ αk,nfn−k = 0, n = k, k + 1, . . . , (7)

ñâÿçûâàþùèì ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}∞n=0, ïðèâî-

äÿò ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà è òåîðèè ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, èíäóêöèåé ïî ÷èñëó

n ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëèòåëåé {Pn}∞n=1 è çíàìåíà-

òåëåé {Qn}∞n=1 ÷èñëîâîé íåïðåðûâíîé äðîáè [4]

a+
a1

b1 + a2

b2+
...

(8)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ

Pn = bnPn−1 + anPn−2, Qn = bnQn−1 + anQn−2, n = 1, 2, . . . .
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Èíûìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pn}∞n=1 è {Qn}∞n=1 ÿâëÿþòñÿ ðåøå-

íèÿìè îäíîãî è òîãî æå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Xn = bnXn−1 + anXn−2n = 1, 2, . . . , (9)

ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: P−1 = 1, P0 = a0 è Q−1 = 0, Q0 =

= 1.

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà Ïóàíêàðå.) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=0 ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñ ïðåäåëüíî ïîñòîÿííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

h(z) = lim
n→∞

(zk + α1,nz
k−1 + . . .+ αk,n) (10)

êîòîðîãî ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ. Òîãäà ëèáî fn = 0 ïðè âñåõ n ≥ n0 ,

ëèáî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

fn+1/fn è ýòîò ïðåäåë ðàâåí îäíîìó èç êîðíåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà Ïåððîíà.) Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-

÷ëåíà íåâûðîæäåííîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñ ïðåäåëüíî ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî êîðíÿ λ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íàéäåòñÿ ðåøåíèå {fn}∞n=0 ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

(7) òàêîå, ÷òî lim
n→∞

fn+1/fn = λ.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà Ïóàíêàðå�Ïåððîíà â âåêòîðíîì âèäå.) Ïóñòü äàííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {$n}∞n = 0 = {(ωn,1, . . . , ωn,k)}∞n=0 k-ìåðíûõ âåêòîðîâ

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

$n = An$n−1, n = 1, 2, . . . , (11)

ãäå (k × k)-ìàòðèöû An èìåþò ïðåäåë lim
n→∞

An = A, è ïóñòü ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíîé ìàòðèöû A ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ. Òîãäà ëèáî $n = 0

ïðè âñåõ n ≥ n0 , ëèáî ïðè íåêîòîðîì j ∈ {1, . . . , k} ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
n→∞

ωn+1,j

ωn,j
= λ, lim

n→∞

$n

ωn,j
= e, (12)
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ãäå λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, e � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîò-

âåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Åñëè ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (11) íåâûðîæäåíî (ò.å. detAn 6= 0 ïðè âñåõ

n = 1, 2, . . . ), λ � íàïåðåä çàäàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, òî íàé-

äåòñÿ ðåøåíèå {$n}∞n=0 âåêòîðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (11), äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (12) ïðè íåêîòîðîì j ∈ {1, . . . , k}.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü èìååòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà ω1
n = αnω

1
n−1 + βnω

2
n−1,

ω2
n = γnω

1
n−1 + δnω

2
n−1,

(13)

è ïóñòü ïðè âñåõ n = 1, 2, . . .

|αn|+ |βn| ≤ q(|δn| − |γn|),

ãäå q < 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ)

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå {vn}∞n=0 =
{

(v1
n, v

2
n)
}∞
n=0

ñèñòåìû (13) òàêîå, ÷òî

|v1
n| ≥ |v2

n| ïðè âñåõ n = 0, 1, . . ..

Ïðè ýòîì åñëè lim
n→∞

γn/δn = 0, òî lim
n→∞

v2
n/v

1
n = 0.

2. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ {un}∞n=0 =
{

(u1
n, u

2
n)
}∞
n=0

, îòëè÷íîãî îò èñêëþ÷è-

òåëüíîãî ðåøåíèÿ {vn}∞n=0 , íàéäåòñÿ èíäåêñ n0 òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ n0

ìîãóò áûòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|u2
n| > |u1

n|, |
v1n
u2n
| ≤ qn−n0| v

1
n0

u2n0
|

è, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

v1
n/u

2
n = 0.

Ïðè ýòîì åñëè lim
n→∞

βn/(|δn| − |γn|) = 0, òî lim
n→∞

u1
n/u

2
n = 0.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà Âàí Ôëåêà.) Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ïðàâèëüíîé C-

äðîáè èìåþò ïðåäåë lim
n→∞

an = a 6= 0. Òîãäà C-äðîáü ñõîäèòñÿ ê ìåðî-

ìîðôíîé ôóíêöèè ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ, ëåæàùèõ â C\Γ, ãäå Γ =

{z ∈ C : z = −t/(4a), t ≥ 1}, è íå ñîäåðæàùèõ ïîëþñîâ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
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Èìåÿ â íàëè÷èè ôîðìóëû äëÿ ãàíêåëåâûõ îïðåäåëèòåëåé è èñïîëüçóÿ äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè C-äðîáè íå òåîðåìó Ïóàíêàðå�Ïåððîíà, à êðèòå-

ðèé Âîðïèöêîãî ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ äðîáåé, ïî äàííîé ñõåìå ìîæíî

ïîëó÷èòü íåêîòîðûå íîâûå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãèïîòåçîé Ëåéòîíà.

Êðèòåðèé Âîðïèöêîãî. Íåïðåðûâíàÿ äðîáü a1
1+

a2

1+
...

ñõîäèòñÿ, åñëè

|an| ≤ 1/4 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ≥ n0.

Òàê êàê |z|n ≤ 1/4 ïðè âñåõ |z| < 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ≥ n(z), òî èç

êðèòåðèÿ Âîðïèöêîãî ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ äðîáü Ðàìàíóäæàíà

R(z) = 1 + z

1+ z2

1+ z3

1+
...

ñõîäèòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {|z| < 1}. Ïðè ýòîì ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî

ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ R ìåðîìîðôíà â D. Èç ðåçóëüòàòîâ Ðàìàíóäæàíà âûòå-

êàåò, ÷òî åäèíè÷íûé êðóã D ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ

ôóíêöèè R.

Â 1940 ã. Ëåéòîí (W. Leighton) âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì

(íåïðîäîëæèìîñòè çà ïðåäåëû êðóãà D) îáëàäàåò ëþáàÿàÿ ôóíêöèÿ f , êîòî-

ðàÿ ìîåò áûòü ïðåäñòàâëåíà C-äðîáüþ òàêîé, ÷òî lim
k→∞

αk =∞ è íà êîýôôè-

öèåíòû ak íàëîæåíû îïðåäåëåííûå åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ.

Ãèïîòåçà Ëåéòîíà. Ïóñòü C-äðîáü òàêîâà, ÷òî αn ∈ N, an ∈
∈ C\ {0} è

lim
n→∞

αn =∞, lim
n→∞
|an|1/αn = 1. (14)

Òîãäà C-äðîáü ñõîäèòñÿ â êðóãåD = {|z| < 1} ê ôóíêöèè f , ìåðîìîðôíîé
â D, è îêðóæíîñòü |z| = 1 ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ãðàíèöåé ìåðîìîðôíîñòè

ôóíêöèè f .

À. À. Ãîí÷àð çíà÷èòåëüíî óñèëèë âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû è ïîêà-

çàë, ÷òî ãèïîòåçà Ëåéòîíà âåðíà äëÿ íåóáûâàþùèõ ïîêàçàòåëåé αn. Òî åñòü,

îí äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó [5].
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Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà Ãîí÷àðà.) Ïóñòü C-äðîáü òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíû ïðåä-

ïîëîæåíèÿ (14) ãèïîòåçû Ëåéòîíà, à òàêæå ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå

αn − αn−1 + αn−2 − αn−3 + . . .+ (−1)n−1α1 ≥ 0. (15)

Òîãäà èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå Ëåéòîíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ïîêà-

çàòåëåé αn
∞n = 1 óñëîâèå (15) âûïîëíÿåòñÿ.

Âûïîëíÿÿ óñëîâèÿ (15), â òåîðåìå Ãîí÷àðà óñëîâèÿ (14) ìîæíî çàìåíèòü

íåìíîãî áîëåå ñëàáûìè óñëîâèÿìè

lim
n→∞

α1+...+αn
n =∞ è lim

n→∞
|4an|1/αn = 1.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (15) â òåîðåìå Ãîí÷àðà ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò îòñóò-

ñòâèå ñòåïåííîãî ðÿäà f∞, ñîîòâåòñòâóþùåãî C-äðîáè â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z = ∞. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ (15), òî òàêîé ðÿä âîçíèêàåò, íî åãî ñó-

ùåñòâîâàíèå íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòè ê íåìó C-äðîáè â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z =∞.

Íåïðåðûâíîé äðîáüþ Ðîäæåðñà�Ðàìàíóäæàíà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ïðàâèëüíàÿ C-äðîáü:

1 +
qz

1 + q2z

1+
...

(16)

ãäå q 6= 0 � ëþáîé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð. Ñëó÷àé |q| > 1 èíòå-

ðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò, òàê êàê ïðè òàêèõ q íåïðåðûâíàÿ äðîáü Ðîäæåð-

ñà�Ðàìàíóäæàíà ñõîäèòñÿ ëèøü ïðè z = 0.

Èç êðèòåðèÿ Âîðïèöêîãî ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ äðîáü (16) ñõîäèòñÿ

ïðè âñåõ z ∈ C, åñëè |q| < 1, è ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ |z| ≤ 1/4, åñëè |q| = 1.

Ôóíêöèÿ, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ íåïðåðûâíàÿ äðîáü (16), íàéäåíà Ðîäæåðñîì

è Ðàìàíóäæàíîì ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Äëÿ ôóíêöèè Ðîä-

æåðñà�Ðàìàíóäæàíà

Gq(z) =
∞∑
k=0

zkqk
2 1

(q)k
(17)
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ãäå (q)0 = 1, (q)n = (1 − q) · · · (1 − qn), íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì ïðîâå-

ðÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå ðàâåíñòâî

Gq(z) = Gq(qz) + qzGq(q
2z), (18)

èç êîòîðîãî äëÿ ôóíêöèè Hq(z) =
Gq(z)
Gq(qz)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Hq(z) = 1 + qz
Hq(qz)

.

Èç ýòîãî æå ðàâåíñòâà äëÿ Hq(qz), Hq(q
2z) è ò. ä. ñëåäóåò áåñêîíå÷íàÿ

öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Hq(z) = 1 + qz
Hq(qz)

= 1 + qz

1+ q2z

Hq(q2z)

= 1 + qz

1+ q2z

1+
q3z

Hq(q3z)

= . . . ,

êîòîðàÿ âëå÷åò çà ñîáîé (ïîñëå íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé) ðà-

âåíñòâî

Hq(z) = 1 +
qz

1 + q2z

1+ q3z

1+
...

(19)

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (19) äàë Ì. Ä. Õèðøõîðí, îñíîâûâàÿñü

íà ïîëó÷åííûõ èì ÿâíûõ ôîðìóëàõ äëÿ ÷èñëèòåëÿ Pq,n(z) è çíàìåíàòåëÿ

Qq,n(z) n-é ïîäõîäÿùåé äðîáè (16). À èìåííî, Õèðøõîðí ïîêàçàë, ÷òî

Pq,n(z) =
[(n+1)/2]∑
k=0

zkqk
2 (q)n+1−k

(q)k(q)n+1−2k

Qq,n(z) = Pq,n−1(qz).

Òàê êàê ïðè |q| < 1

lim
n→∞

(q)n+1−k

(q)k(q)n+1−2k
= lim

n→∞
(1− qn+2−2k) . . . (1− qn+1−k) = 1 (20)

òî èç ôîðìóë Õèðøõîðíà ñëåäóåò, ÷òî ïðè |q| < 1, z ∈ C

lim
n→∞

Pq,n(z) =
∞∑
k=0

zkqk
2 1

(q)k
= Gq(z),
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lim
n→∞

Qq,n(z) = Gq(qz),

lim
n→∞

Pq,n
Qq,n

(z) =
Gq(z)
Gq(qz)

= Hq(z).

Ôîðìóëû Õèðøõîðíà îêàçàëèñü íàèáîëåå ïîëåçíûìè è ïðè èçó÷åíèè ñà-

ìîãî èíòåðåñíîãî ñëó÷àÿ |q| = 1. Ñëó÷àé q = exp(2Πiτ), ãäå τ � ðàöèîíàëüíîå

÷èñëî, ëåãêî èññëåäóåòñÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íåïðåðûâíàÿ äðîáü (16) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé äðîáüþ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî q = exp(2Πiτ), ãäå τ � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λβ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêóþ, ÷òî lim
n∈Λβ

qn = β, |β| = 1. Òîãäà

àíàëîãè÷íî ñ ðàâåíñòâîì (20) èìååì ðàâåíñòâî

lim
n∈Λβ

(q)n+1−k
(q)n+1−2k

= lim
n∈Λβ

(1− qn+2−2k) . . . (1− qn+1−k) = (1− βq2−2k) . . . (1− βq1−k).

Ïåðâîå èç ýòèõ óòî÷íåíèé òåîðåìû Ïóàíêàðå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïðåäå-

ëåííîå íåòðèâèàëüíîå ñîäåðæàíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå óäàåòñÿ ñîõðàíèòü è â

ñëó÷àå îòêàçà îò óñëîâèÿ ðàçëè÷íîñòè ïî ìîäóëþ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî ìíîãî÷ëåíà.

Óòî÷íåíèå 1. Ïóñòü èìåþò ìåñòî âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû Ïóàíêàðå,

çà èñêëþ÷åíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàçëè÷íîñòè ïî ìîäóëþ êîðíåé õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Òî ëèáî fn = 0 ïðè âñåõ n > n0, ëèáî lim
n→∞
|fn|1/n ðàâåí

ìîäóëþ îäíîãî èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë

lim
n→∞

fn + β1fn−1 + . . .+ βlfn−l
|fn−1|+ . . .+ |fn−l|

(21)

ãäå β1, . . . , βl � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà zl + β1z
l−1 + . . .+ βl =

l∏
j=1

(z−

−λj), λ1, . . . , λl � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ðàâíûå ïî ìîäóëþ

lim
n→∞
|fn|1/n.
Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ðàâíû ïî ìîäóëþ, òî-

ãäà â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî l íå ìîæåò áûòü ñòðîãî áîëüøå 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

l = 1 è ðàâåíñòâî (21) çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

fn/fn−1 = −β1, ãäå

−β1 ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ðàñïðîñòðàíÿåò òåîðåìó Ïóàíêàðå íà ñëó÷àé ðå-

êóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé íåîãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêà.

Óòî÷íåíèå 2. Ïóñòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}∞n=0 óäîâëåòâîðÿ-

þò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

fn + α1,nfn−1 + . . .+ αn,nf0 = 0, n = n0, n0 + 1, . . . ,

ñ êîýôôèöèåíòàìè α1,n, . . . , αn,n òàêèìè, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 1 +α1,nz+ . . .+

+ αn,nz
n ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ, ëåæàùèõ â êðóãå |z| < R, ñõîäÿòñÿ

ïðè n → ∞ ê ôóíêöèè α(z) 6= 0. Òîãäà ëèáî lim
n→∞
|fn|1/n ≤ R−1 , ëèáî

( lim
n→∞
|fn|1/n)−1 ðàâåí ìîäóëþ îäíîãî èç êîðíåé ôóíêöèè α(z) è ñóùåñòâóåò

ïðåäåë

lim
n→∞

[
f(z)

l∏
j=1

(1− z/λj)

]
n

|fn−1|+ . . .+ |fn−l|
= 0, (22)

ãäå λ1, . . . , λl � êîðíè ôóíêöèè α(z), ðàâíûå ïî ìîäóëþ ( lim
n→∞
|fn|1/n)−1, à

ñèìâîëîì [·]n îáîçíà÷àåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè zn ñòåïåííîãî ðÿäà, ñòîÿùåãî â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìîòðåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå

â MathLab.

Ïðèâåäåì àëãîðèòì [6] äëÿ íàõîæäåíèÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå òèïà (n,m)

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = a:

1. Íàéäåì êîýôôèöèåíòû c0, . . . , cn+m ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà àïïðîê-

ñèìèðóåìîé ôóíêöèè f(x) =
∞∑
k=0

ck(x− a)k â òî÷êå x = a.

2. Ñîñòàâèì òåïëèöåâû ìàòðèöû (çäåñü ck = 0, åñëè k < 0)

Tk =


ck ck−1 . . . cM

ck+1 ck . . . cM+1
...

...
...

cN cN−1 . . . cN+M−k

 ,M ≤ k ≤ N

ãäå M = n−m+ 1, N = n+m.

3. Íàõîäèì ðàíãè rk ìàòðèö Tk,M ≤ k ≤ N.
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Ôóíêöèÿ rank(A) â Matlab âîçâðàùàåò ðàíã ìàòðèöû A, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî åå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë, ïðåâûøàþùèõ ïîðîã tol.

Ýòî ïîðîãîâîå çíà÷åíèå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ìàòðèöû, åå ñïåêòðàëüíîé íîð-

ìû è îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé eps = 2−52. Ïîëüçîâàòåëü òàêæå

èìååò âîçìîæíîñòü óêàçàòü ñâîå çíà÷åíèå tol ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè

r = rank(A, tol) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû.

4. Íàõîäèì ðàçìåðíîñòè dk = k −M + 1 − rk,M ≤ k ≤ N ïðàâûõ ÿäåð

ìàòðèö Tk. Ïîëîæèì òàêæå dM − 1 = 0, dN + 1 = N −M + 2.

5. Ñîñòàâëÿåì ðàçíîñòè ∆k = dk − dk − 1,M ≤ k ≤ N + 1 è íàõîäèì

ñóùåñòâåííûå èíäåêñû µ1, µ2.

Äëÿ ÷èñåë ∆k, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

∆M = . . . = ∆µ1
= 0,∆µ1+1 = . . . = ∆µ2

= 1,∆µ2+1 = . . . = ∆N+1 = 2.

6. Íàõîäèì âåêòîð (g0, g1, . . . , gµ1+1−M)T èç îäíîìåðíîãî ÿäðà ìàòðèöû

Tµ1+1.

Îí ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû çíàìåíàòåëÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå, èìåþùå-

ãî ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü (ïåðâûé ñóùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí).

7. Íàõîäèì çíàìåíàòåëü àïïðîêñèìàöèè Ïàäå Q1(z) =
µ1+1−M∑
k=0

gk(z − a)k.

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q1(z) ìîæåò áûòü ôîðìàëüíîé. Åñëè

degQ1(z) = s < µ1 + 1−M , òî îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî z =∞ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

Q1(z) êðàòíîñòè k = µ1 + 1 − M − s.Èç-çà ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé [7]

êîýôôèöèåíòû gk, k = s+ 1, . . . , µ1 + 1−M ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèøü áëèçêèìè

ê íóëþ. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q1(z) áóäåò èìåòü k êîðíåé ñ

áîëüøîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé.

8. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó M = ‖ci−j‖i=1,...,n+1,j=1,...,s+1 (ck = 0, k < 0), íåîá-

õîäèìóþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëèòåëÿ àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. Çäåñü s � ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà Q1(z) =
s∑

k=0

qk(z − a)k. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïî÷òè íóëåâûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ â ìíîãî÷ëåíå Q1(z) åãî ñòåïåíü s ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ôîð-

ìàëüíîé ñòåïåíè µ1 + 1−M .

9. Íàõîäèì âåêòîð (p0, . . . , pn)
T = M(q0, . . . , qs)

T è ÷èñëèòåëü àïïðîêñè-

ìàöèè Ïàäå P1(z) =
n∑
k=0

pk(z−a)k. Íà ýòîì ýòàïå òàêæå öåëåñîîáðàçíî óáðàòü

íóëåâûå ýëåìåíòû pk ïåðåä îáðàçîâàíèåì ÷èñëèòåëÿ.
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Çàêëþ÷åíèå. Â çàêëþ÷åíèè ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî èìåííî ñâîéñòâî àïïðîê-

ñèìàöèé Ïàäå - ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñòå-

ïåííîãî ðÿäà - è ëåæèò â íà÷àëå èõ ìíîãèõ ðåçóëüòàòèâíûõ ïðèìåíåíèé â àíà-

ëèçå è ïðè èçó÷åíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìåòîä àïïðîê-

ñèìàöèè Ïàäå çíà÷èòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ íåëèíåéíûõ ìåòî-

äîâ ñóììèðîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà è ëîêàëèçàöèè åãî îñîáûõ òî÷åê. À òàê

æå ïî äàííîé ïðè÷èíå òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå ïðåâðàòèëàñü âî âïîëíå

ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë òåîðèè ïðèáëèæåíèé, à ñàìè ýòè àïïðîêñèìàöèè íà-

øëè ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ êàê íåïîñðåäñòâåííî â òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ

ïðèáëèæåíèé, òàê è â òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ,

èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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