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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ïðèëîæåíèå ð-àäè÷åñêîãî àíà-

ëèçà ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ïîñòðîåíèå íåàðõèìåäîâîé (îñîáåííî ð-

àäè÷åñêîé) ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè òðåáóåò ðàçâèòèÿ òåîðèè íåêîòîðûõ íî-

âûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð íàä íåàðõèìåäîâûìè ïîëÿìè. Â òî æå âðåìÿ

ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ñòèìóëèðóþò èññëåäîâàíèÿ âî ìíîãèõ òðàäèöèîí-

íûõ îáëàñòÿõ íåàðõèìåäîâà àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñ ð-

àäè÷íîçíà÷íûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè ïîðîäèëà áîëüøîé èíòåðåñ ê òåîðèè

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ íàä íåàðõèìåäîâûìè ïîëÿìè (è ê îáùåìó ôóíêöè-

îíàëüíîìó àíàëèçó íàä íåàðõèìåäîâûìè áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè). Ýòà

òåîðèÿ, îäíàêî, ðàçâèòà íåäîñòàòî÷íî äëÿ íóæä ïðåäïîëàãàåìûõ ïðèëîæå-

íèé, íåñìîòðÿ íà ñâîþ äîâîëüíî äîëãóþ èñòîðèþ (ïåðâóþ ìîäåëü íåàðõè-

ìåäîâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïðåäëîæèë Ã. Êàëèø â 1946 ã., à ñëåäó-

þùèé øàã â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ñäåëàí Ò. Ñïðèíãåðîì â 1955 ã.). Îäíà

èç îñíîâíûõ ïðîáëåì - ýòî ñóùåñòâîâàíèå íåèçîìîðôíûõ ìîäåëåé ñ âåñüìà

ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè.

Â íàøåé ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì îáùóþ òåîðèþ íåàðõè-

ìåäîâûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.Çàòåì èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà àíàëîãîâ îð-

òîãîíàëüíûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â íåàðõèìåäîâûõ ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå îñíîâíûå âîïðîñû î òàêèõ îïå-

ðàòîðàõ, â ÷àñòíîñòè

1) áóäåò ëè âñÿêèé îïåðàòîð â íåàðõèìåäîâîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íåïðåðûâíûì? 2) áóäåò ëè îí

èçîìåòðè÷åí? Îòâåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòðèöàòåëåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè,

êàê îáû÷íî, îïðåäåëèòü îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð êàê (àëãåáðàè÷åñêèé) èçî-

ìîðôèçì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîõðàíÿþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

òî âñÿêèé òàêîé îïåðàòîð íåïðåðûâåí. Çàòåì ìû èçó÷àåì ñïåêòðàëüíûå ñâîé-

ñòâà íåêîòîðûõ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â íåàðõèìåäîâûõ ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ðàçäåëîâ ñ îïðåäåëåíèÿìè, ââåäåíèåì, îñíîâíîé ÷àñòüþ,

çàêëþ÷åíèåì è ñïèñêîì ëèòåðàòóðû.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íåàðõèìåäîâû àíàëîãè îðòî-

ãîíàëüíûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, à òàêæå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Âî âòî-



ðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ìàæîðàíòíûå íîðìû

è ìàæîðàíòíûå òîïîëîãèè. Â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ íåàðõèìåäîâû

ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è òî, êàê çàäàþòñÿ íåêîòîðûå èç íèõ. ×åòâ¼ðòûé

ðàçäåë ïîñâÿù¼í îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðàì â êîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Â ïÿòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû è îïåðàòîðû, ñîõðà-

íÿþùèå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ p-àäè÷íî-

çíà÷íîå ãàóññîâî èíòåãðèðîâàíèå è ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ

êâàäðàòîì. Øåñòîé ðàçäåë ïîñâÿù¼í èçó÷åíèþ ñïåêòðà p-àäè÷åñêîãî îïåðà-

òîðà. Ñåäüìîé ðàçäåë îñâåùàåò ïðàêòè÷åñêóþ ÷àñòü ðàáîòû, êîòîðûé âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà è ðåçóëüòàòû âûïîëíå-

íèÿ ïðîãðàììû.

Ðàçäåë 1. Íåàðõèìåäîâû àíàëîãè îðòîãîíàëüíûõ è ñèììåòðè÷å-

ñêèõ îïåðàòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî è U�ñîâîêóïíîñòü åãî ïîäìíî-

æåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

1) � ∈ U, X ∈ U;

2)ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ èç U ïðèíàäëåæèò U;

îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ èç U ïðèíàäëåæèò U.

Òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü U ïîäìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà X.

Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ U íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì è

îáîçíà÷àåòñÿ (X;U), èëè ïðîñòî X.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → X, äåéñòâóþùèé â n-

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè îí

ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) = (Ax,Ay)∀x, y ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 3. Íåàðõèìåäîâî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî òðîéêà,

(E, ‖ · ‖, (·, ·)), ãäå E � íåàðõèìåäîâî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ ·
‖, (·, ·) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà E, ïðè÷åì íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà.

Ðàññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X. Ôóíêöèÿ d, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæå-

ñòâå âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y) ýëåìåíòîâ X è ïðèíèìàþùàÿ íåîòðèöà-
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òåëüíûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ d(x, y), íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì (ìåòðèêîé)

â X, åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) d(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y;

2) d(x, y) = d(y, x);

3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) äëÿ âñåõ z ∈ X.

Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ çàäàííîé â íåì ìåòðèêîé d íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷å-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàçäåë 2. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ìàæîðàíòíûå íîðìû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïîëíîå íåàðõèìåäîâî ïîëå ñ íåòðèâèàëüíûì íîðìè-

ðîâàíèåì | · |K (ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñèëüíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà |x+y|K ≤
max(|x|K , |y|K)). Ïîëîæèì Ur(a) = {x ∈ K : |x − a|k ≤ r}, Ur(a) = {x ∈ K :

, |x−a|k = r}, r ∈ R+. Ýòî øàðû âK. Ïîëîæèì Sr(a) = {x ∈ K : |x−a|k = r}.
Ýòî ñôåðû â K.

Ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Qp, à ïîëå êîìïëåêñíûõ p-

àäè÷åñêèõ ÷èñåë (ïîïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ Qa
p ïîëÿ Qp) ÷åðåç

Cp. Ãðóïïà çíà÷åíèé ïîëÿ K îïðåäåëÿåòñÿ êàê |K| = {|x|K : x ∈ K, x 6= 0}.
Ïóñòü X−K � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîïîëîãèÿ íà X íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî

ìàæîðàíòíîé äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·), åñëè ôîðìà (·, ·) íåïðåðûâ-
íà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé; τ íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòíîé, åñëè (·, ·) íåïðåðûâ-
íà.

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàX ÷åðåçX (àëãåáðà-

è÷åñêè äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî), à ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ � ÷åðåç X ′ (òîïîëîãè÷åñêè äâîéñòâåííîå). Íà X ′ ðàññìîòðèì

íîðìó

‖f‖ = sup

{
|f(x)k|
‖x‖

: x ∈ X, x 6= 0

}
.

Âñÿêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò êàíîíè÷åñêèé ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð h : X → X∗, h(y)(x) = (y, x). Î÷åâèäíî, òîïîëîãèÿ τ íà X ÷àñòè÷íî

ìàæîðàíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h(X) ⊂ X ′. Òîïîëîãèÿ τ íàçûâà-

åòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè h(X) = X ′, ò.å. åñëè âñÿêèé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ àâòîäóàëüíûì.
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Ðàçäåë 3. Íåàðõèìåäîâû ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 4. Ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåð-

íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëíîå îòíîñèòåëüíî íîðìû, çàäàâàåìîé ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì: ‖x‖ =
√

(x, x). Åãî ìû îáû÷íî áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé

H.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H. Åñëè îïåðàòîð B

òàêîâ, ÷òî (Ax, y) = (x,By) äëÿ âñåõ x, y ∈ H, òî B íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì

ê A è îáîçíà÷àåòñÿ A∗. Åñëè A = A∗, òî A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì.

Îïðåäåëåíèå 6. Íåàðõèìåäîâî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî òðîéêà

(E, ‖·‖, (·, ·)), ãäå E - íåàðõèìåäîâî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖·‖, (·, ·)
� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà E, ïðè÷åì íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñâÿ-

çàíû α íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà.

Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà E íîðìîé ‖ · ‖, ÿâëÿåòñÿ ìà-
æîðàíòíîé äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âñÿêàÿ ìàæîðàíòíàÿ áàíàõîâà òî-

ïîëîãèÿ íà E ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ‖ · ‖.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ íà íåàðõèìåäîâîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå (E, ‖ · ‖, (·, ·)) � ýòî ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ ñèñòå-
ìîé íåàðõèìåäîâûõ ïîëóíîðì {py : y ∈ E}, ãäå py(x) = |(x, y)|K , x, y ∈ E.

Îáîçíà÷èì ýòó òîïîëîãèþ ÷åðåç σ0(E). Åñëè E � àâòîäóàëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ σ0(E) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ñëàáîé òîïîëîãèåé

σ0(E,E
′). Íàïîìíèì, ÷òî ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ σ0(E,E

′) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ïîëóíîðì {py : y ∈ E ′}, ãäå py(x) = |y(x)|K . Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâà

ýòèõ òîïîëîãèé ðàçëè÷íû.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ:

c0 ≡ c0(K) = {x = (xj) ∈ K∝ : lim
j→∝

xj = 0},

ñ íîðìîé ‖x‖ = maxj|xj| è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) =
∑∝

j=1 xjyj.

Òðîéêà (C0(K), ‖ · ‖, (·, ·)) ÿâëÿåòñÿ íåàðõèìåäîâûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì.(Íîðìà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà àâòîïîëÿðíà).
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Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì êîîðäèíàòíûì ãèëüáåðòî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îíî íåàâòîäóàëüíî, è c′0 = l∝, ãäå l∝ � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé â K. Ïîëîæèì en = (δkn)
∝
k=1 = 0 (êàíîíè÷åñêèé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà c0). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ0(c0) - ñõîäèòñÿ ê íóëþ, íî íå

ñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå σ0 < σ.

Ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

R èçîìîðôíî êàíîíè÷åñêîìó êîîðäèíàòíîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó

l2R = {f = (fj) ∈ R∞: ðÿä ‖f‖2 =
∑∞

j=1 f
2
3 ñõîäèòñÿ â R}.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàíîíè÷åñêîå êîîðäèíàòíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä

K ìîæíî îïðåäåëèòü òåì æå ñïîñîáîì:

c0(K) ≡ l2(K) = {f = (fj) ∈ K∞: ðÿä s2(f) =
∑∞

j=1 f
2
j ñõîäèòñÿ â K}

= {f = (fj) ∈ K∞ : lim
j→∝

fj = 0}.
Äðóãîå ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè, à èìåííî îðòîãîíàëüíîñòü îòíîñèòåëü-

íî íîðìû, èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â òåîðèè íåàðõèìåäîâûõ íîðìèðîâàí-

íûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

{ai}i∈I íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

‖
∑
i∈a
λiai‖ = max

i∈a
|λi|K‖ai‖

äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ⊂ I è êàæäîãî íàáîðà {λi}i∈A ∈ K.

Åñëè ê òîìó æå ‖an‖ = 1 äëÿ âñåõ n, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìàëüíîé.

Ïóñòü (Ej, ‖ · ‖j, (·, ·)j), j = 1, 2, � äâà íåàðõèìåäîâûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâà, è ïóñòü L � ïëîòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â E1. Ëèíåéíûé îïåðà-

òîð V : L → E2 íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, åñëè

(Vx, Vy) = (x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ L. Êàê îáû÷íî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ L ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç DomA, à åãî îáðàç ÷åðåç ImA.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î÷åâèäåí.

Ïðåäëîæåíèå 1. Âñÿêèé IP -îïåðàòîð èíúåêòèâåí.

ßâëÿåòñÿ ëè âñÿêèé IP - îïåðàòîð V èçîìåòðè÷íûì íà DomV , ò.å. âåðíî

ëè, ÷òî ‖Vx‖ = ‖x‖ äëÿ âñåõ xEDomV ? Ïîêàæåì, ÷òî îòâåò îòðèöàòåëåí.

Ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ: îáÿçàòåëüíî ëè V íåïðåðûâíûé îïåðàòîð?
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Îòâåò òàêæå îòðèöàòåëåí. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ A : E1 → E2 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(E1, E2). Êàê è âî áû÷íîé òåîðèè âå-

ùåñòâåííûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, IP -îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-

íûì, åñëè DomV = E1 è ImV = E2. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ÷åðåç O(E1, E2), à ìíîæåñòâî èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ � ÷å-

ðåç I(E1, E2). Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ L(E)O(E), I(E) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Ïî-

êàæåì, ÷òîO(E1, E2) ⊂ L(E1, E2), íî, âîîáùå ãîâîðÿ,O(E), I(E) 6⊂ I(E1, E2).

Åñëè ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî E êîíå÷íîìåðíî, òî, ðàçóìååòñÿ, âñÿêèé IP -

îïåðàòîð îðòîãîíàëåí.

Äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà (Ej, (·, ·)j, ‖ · ‖j), j = 1, 2, íàçûâàþòñÿ

èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò V ∈ O(E1, E2) ∩ I(E1, E2).

Ïðèìåðû íåàðõèìåäîâûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

1.Ïðîñòðàíñòâà Êàëèøà. Ã.Ê.Êàëèø ââåë ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà íàä

ïîëíûì ñåïàðàáåëüíûì íåàðõèìåäîâûì ïîëåì , íîðìèðîâàíèå êîòîðîãî óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(K1) |2|K = 1;

(K2) âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ K c |x|K = 1 (åäèíèöà ïîëÿ K) èìååò êâàäðàò-

íûé êîðåíü â K.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå î÷åíü îãðàíè÷èòåëüíî. Â ÷àñòíîñòè, Qp è åãî êâàä-

ðàòè÷íûå ðàñøèðåíèÿ íåóäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. Èíòåðåñíûé ïðèìåð

íåàðõèìåäîâà ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ýòîìó óñëîâèþ, ýòî Cp. Íåàðõèìåäîâî

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Êàëèøà óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì

óñëîâèÿì:

(K3) E ñåïàðàáåëüíî;

(K4)âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà(2);

(K5) ‖E‖ ⊂ |K|;
(K6) äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò x′ ∈ E, x′ 6= 0 òàêîé, ÷òî (x, x′)K =

‖x‖‖x′‖.
Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Êàëèøà èçîìåòðè÷íî êàíîíè÷åñêîìó êîîðäè-

íàòíîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó.
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2. Ïðîñòðàíñòâà Ñïðèíãåðà. Ò.Ñïðèíãåð ââåë êëàññ ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ íàä ïîëÿìè K õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2, â êîòîðûõ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(Sp)(x, x) = 0→ x = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëîâèå âëå÷åò, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-

Øâàðöà âûïîëíÿåòñÿ ñ αa = 1/|2|K . Íîðìà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ñïðèíãåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ‖x‖ =
√

(x, x).

3. Ïðîñòðàíñòâà âàí äåð Ïóòà. Ïóñòü E -íåàðõèìåäîâî áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî, è ïóñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì h : E → E ′ òàêîé,

÷òî h′ ◦ j = h. Çäåñü h′ : E ′′ → E ′ �îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê h, ïîëîæèì

(x, y) = h(x)(y) äëÿ x, y ∈ E. Ýòî�áèëèíåéíàÿ ôîðìà, ïðè÷åì ñèììåòðè÷íàÿ:

x, y = j(y)(h(x)) = h′ ◦ j(y)(x) = h(y)(x) = (y, x). Îíà íåâûðîæäåíà è óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà ñ êîíñòàíòîé α = ‖h‖.
4. Ïðîñòðàíñòâà Òðàéáåðà è Âëàäèìèðîâà-Âîëîâè÷à. Òðàéáåð ïðåäïîëà-

ãàåò, ÷òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü áàçèñ vn, îðòîíîðìàëüíûé îòíîñèòåëüíî íîð-

ìû è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-

ñòâà èçîìîðôíû l2(K). Îïðåäåëåíèå Òðàéáåðà - ñàìîå ïîëåçíîå äëÿ ïðèëî-

æåíèé ê p-àäè÷åñêîé êâàíòîâîé ôèçèêå. Íà ñàìîì äåëå ýòà ìîäåëü íåàðõèìå-

äîâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà áûëà íåçàâèñèìî ïðåäëîæåíà Âëàäèìèðîâûì

è Âîëîâè÷åì êàê îñíîâà äëÿ ð-àäè÷íî çíà÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.

5. Ïðîñòðàíñòâà Õðåííèêîâà. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ = (λn) ∈
K∞, λn 6= 0, ïîëîæèì

l2,λ(K) = {f = (fn) ∈ K∞ðÿä
∑

f 2nλnñõîäèòñÿ âK).

Èìååì

l2,λ(K) = {f = (fn) ∈ K∞ðÿä lim
n→∞
|fn|psqrt|λn|p = 0}.

Â ïðîñòðàíñòâå l2,λ(K) ââåäåì íîðìó ‖f‖λ = maxn|fn|psqrt|λn|p è ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, g)λ =
∑
fngnλn. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà. Òðîéêà l2,λ(K), ‖ · ‖λ, (·, ·)λ) åñòü íåàðõèìåäîâî ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (êîîðäèíàòíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî). Òðîéêà
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(E‖ · ‖, (·, ·)) íàçûâàåòñÿ KH�ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè îíî èçî-

ìîðôíî êîîðäèíàòíîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó äëÿ íåêîòîðîãî λ . Îò-

íîøåíèå èçîìîðôíîñòè ðàçáèâàåò ñåìåéñòâî âñåõ KH-ãèëüáåðòîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îïè-

ñûâàåòñÿ íåêîòîðûì êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâèòåëåì l2,λ. Êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

KH�ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ � íåðåøåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à.

Ðàçäåë 4. Îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåð-

òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Em = Km, ãäå

(x, y) = Σm
j=1xjyj è ‖x‖ = max1≤j≤m|x|K . Ïîëîæèì ej = (0...10...0), ãäå 1

ñòîèò íà j−m ìåñòå. Ýòî êàíîíè÷åñêèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Em. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç L(Em) ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : Em → Em. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàòðèöó (aij) îïåðàòîðà A ∈ L(Em) â áàçèñå ej. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî âñÿêèé îïåðàòîð A íåïðåðûâåí è ‖A‖ = maxi,j|aij|K .

Òåîðåìà 1. Åñëè p = 2 èëè p = 3mod4, òî O(E2) ⊂ I(E2). Åñëè p = 1mod4,

òî O(E2) 6⊂ I(E2) è êðîìå òîãî ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû ñî

ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íîðìîé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè p = 1mod4, òî ñóùåñòâóåò A ∈ OQ(E2) ñêîëü óãîäíî

áîëüøîé íîðìîé.

Ðàçäåë 5. Îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, è

îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 2. Â p-àäè÷åñêîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå c0(Qp) ñóùåñòâóþò

ðàçðûâíûå IP-îïåðàòîðû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ñóæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·)2 íà çàìûêà-
íèå îáðàçà ImA íåâûðîæäåíî (íàïðèìåð, åñëè ImA çàìêíóò èëè (ImA)⊥ =

{0}, òî îòîáðàæåíèå A íåïðåðûâíî.

Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêèé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëè-

íåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé A(U r)(τ >
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θb), ò.å. àíàëèòè÷åñêîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé (ðàñïðåäåëåíèåì). Áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü çíàêè íòåãðàëà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôîðìû äâîéñòâåííîñòè ìåæäó

ïðîñòðàíñòâîì ïðîáíûõ ôóíêöèé A(U r)(τ > θb) è ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé A′(U r) : (µ, f) ≡
∫
f(x)µ(dx) äëÿ f ∈ A(U r) è µ ∈ A′(U r). Êàê

îáû÷íî, îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ îò îáîáùåííîé ôóíêöèè µ ðàâåíñòâîì∫
f(x)µ′(dx) = −

∫
f ′(x)µ(dx).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå νb íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ìåðîé

íè íà êàêîì øàðå èç Qp. Òàêèì îáðàçîì, íå ìîæåì èíòåãðèðîâàòü ïðîèçâîëü-

íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî p-àäè÷åñêîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëå-

íèÿ.

Ââåäåì òåïåðü àíàëîã ïîëèíîìîâ Ýðìèòà íà:

Hn,b =
n!

bn

[n/2]

Σ
k=0

(−1)kxn−2kbk

k!(n− 2k)!2k
(1)

Èç(5.6) ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

Hn+1,b(x) =
xHn,b(x)− nHn−1, b(x)

b
. (2)

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî óìíîæåíèå ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïîëèíîì Ýð-

ìèòà ýêâèâàëåíòíî âçÿòèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé (â ñìûñëå òåîðèè

ðàñïðåäåëåíèé).

Âñÿêèé ïîëèíîì f ∈ P(K) îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(x) =
N

Σ
n=0

fnHn,b(x), N = N(f), fn ∈ K.

Ââåäåì íîðìó ‖f‖2 = maxn|fn|2K
|n!|p
|b|p

è îïðåäåëèì L2(K, νb) êàê ïîïîë-

íåíèå P(K) îòíîñèòåëüíî ‖ · ‖. ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L2(K, νb) èçîìîðôíî

ñëåäóþùåìó ïðîñòðàíñòâó ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ îò ïîëèíîìîâ Ýðìèòà:

{f(x) =
∞
Σ
n=0

fnHn,b(x), fn ∈ K : ðÿä
∞
Σ
n=0

f 2nn!

bn
ñõîäèòñÿ.
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Ðàçäåë 6. Ñïåêòð p-àäè÷åñêîãî îïåðàòîðà êîîðäèíàòû

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè x, y ∈ Qp è |x|p = |y|p, òî
áóäåì ïèñàòü x ∼ y â Qp. Åñëè x, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî x ∼ y îçíà÷àåò,

÷òî x è y äåëÿòñÿ â òî÷íîñòè íà îäíó è òó æå ñòåïåíü p.

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî Qp -ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïå-

ðàòîðà A ∈ L(L2(Qp, νb)):

Res(A) = {λ ∈ Qp : ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð(A− λI)−1},

à òàêæå ñïåêòð A : Spec(A) = Qp Res(A). Î÷åâèäíî, Qp Uαb
⊂ Res(Q̂).

Çíà÷èò, Spec(Q̂) ⊂ Uαb
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p 6= 2. Òîãäà Uαb
⊂ Q̂.

Òåîðåìà 4. Åñëè p 6= 2, òî òî÷å÷íûé ñïåêòð îïåðàòîðà êîîðäèíàòû Q̂ â

L2(Q, νb) ïóñò.

Ïðåäëîæåíèå 4. Òî÷êà λ = 0 íå ïðèíàäëåæèò òî÷å÷íîìó ñïåêòðó îïåðàòî-

ðà êîîðäèíàòû Q̂.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ gλ(x) =
∞
Σ
m=0

amH2m,b(x) íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

L2(Q, νb) äëÿ âñåõ λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |λ|p ≥ θb.
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