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Ââåäåíèå. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïðîáëåìà

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå.

Çàäà÷è íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèÿ- ýòî êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ,

â êîòîðîé ïðàâûå ÷àñòè çàâèñÿò îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Ñàìè

ýòè ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû; ê òîìó æå, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò

òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ èõ çíà÷åíèÿõ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è. Ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷è.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (Singular Values Decomposition, SV D) ÿâëÿåò-

ñÿ óäîáíûì ìåòîäîì ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè. Cèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïî-

êàçûâàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû è ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïðåä-

ñòàâèòü èìåþùèåñÿ äàííûå. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðå-

øåíèè ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷- îò ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ è ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äî ñæàòèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé.

Èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, íàïðèìåð, ñïîñîá-

íîñòü ïîêàçûâàòü ðàíã ìàòðèöû è ïðèáëèæàòü ìàòðèöû äàííîãî ðàíãà. Òàê

êàê âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû- çàäà÷à, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ î÷åíü ÷àñòî, òî

ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïîïóëÿðíûì ìåòîäîì.

Ñèììåòðè÷íûå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè

àíàëèçå ñèñòåì íà ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ïðîáëåìû

åäèíñòâåííûì àëãîðèòìîì, ïîçâîëÿþùèì íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ÿâëÿåòñÿ QR−èòåðàöèÿ. Äëÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå àëãî-

ðèòìû, êîòîðûå ïîâûøàþò ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèÿ. Îäíèì èç òàêèõ àë-

ãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ßêîáè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñòàðåéøèì äëÿ

ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îáû÷íî îí íàìíîãî ìåäëåííåå äðóãèõ ìå-

òîäîâ, íî â òî æå âðåìÿ ïîä÷àñ îí äàåò ãîðàçäî áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû, ÷åì

åãî áîëåå ñîâðåìåííûå ïîñëåäîâàòåëè.

Äëÿ íà÷àëà ïðîèëëþñòðèðóåì çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà ïðèìå-

ðå àíàëèçà ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, çàòåì ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëî-

æåíèå è òåîðèþ âîçìóùåíèé. Çàêîí÷èì îïèñàíèåì ìåòîäà ßêîáè äëÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàç-

ëîæåíèÿ.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.Èçó÷èì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ðàññìîòðèì

ñèììåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ïîíÿòèå ñèíãóëÿðíîãî

ðàçëîæåíèÿ.

Ïóñòü k− îñíîâíîå ïîëå è k[λ]− êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåèçâåñòíîãî λ.

Îïðåäåëåíèå 1. λ− ìàòðèöåé (ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöåé) íàä ïîëåì k

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû êîëüöà k[λ], òî

åñòü ìíîãî÷ëåíû îò λ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé äëÿ êâàäðàòíîé ñêàëÿð-

íîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ λ−ìàòðèöà âèäà λI − A, òî åñòü

λI − A =


λ− α11 −α12 ... −α1n

−α21 λ− α22 ... −α2n

... ... ... ...

−αn1 −αn2 ... λ− αnn

 .

Îïðåäåëåíèå 3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ñêàëÿðíîé ìàò-

ðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ïîðîæäåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðè-

öåé äëÿ ìàòðèöû A.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

p(λ) = det(A − λI). Êîðíè óðàâíåíèÿ p(λ) = 0 íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè ýòîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè (÷èñëàìè) ìàòðèöû íà-

çûâàþòñÿ âñå n− êîëè÷åñòâî êîðíåé åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ëå-

æàùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè îñíîâíîãî ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü A− êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, ñîïðÿæåííî

òðàíñïîíèðîâàííîé äëÿ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A∗ = AT , ãäå AT

îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, à A çàìåíó ìàòðèöû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 6. Íåíóëåâîé âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

Ax = λx, íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Íåíóëåâîé âåêòîð y, òàêîé, ÷òî y∗A = λy∗, íàçûâàåòñÿ

ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêàëÿð λ áûë ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàò-

ðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû λ áûë õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíåì

ìàòðèöû, ëåæàùèì â îñíîâíîì ïîëå.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ, íî â òî æå âðåìÿ âàæíûõ

ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 7. Span(x)− ìíîæåñòâî âñåõ ñêàëÿðîâ êðàòíûõ âåêòîðîâ

âåêòîðà x.

Îïðåäåëåíèå 8. Äåéñòâèòåëüíàÿ (êîìïëåêñíàÿ) êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íà-

çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) åñëè îíà âçàèìíîîáðàòíà ñî ñâîåé ñî-

ïðÿæåííî òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé A∗, òî åñòü A−1 = A∗.

Îïðåäåëåíèå 9. Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà- ýòî ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòî-

ðîé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà

ðàâíà å¼ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöå: A = AT .

Îïðåäåëåíèå 10. Íîðìà ||A||2 = max
x 6=0

||Ax||2
||x||2 =

√
λmax(A∗A). Ñèìâîë λmax

îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 11. Äâà âåêòîðà a è b åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàí-

ñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íó-

ëþ, òî åñòü (a; b) = 0.

Îïðåäåëåíèå 12. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, ..., as åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî)

ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè âåêòîðû ýòîé ñèñòåìû ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíû, òî åñòü (∀1 ≤ i, j ≤ s, i 6= j) (ai, aj) = 0.

Îïðåäåëåíèå 13. Ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, e2, ..., es åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî)

ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ýòà ñèñòåìà îðòîãîíàëüíà

è âñå âåêòîðû ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêöèÿ || · || íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé íà ìíî-

æåñòâå m×n− ìàòðèö, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé íîðìîé íà ñîîòâåòñòâó-

þùåì mn− ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü:

1)||A|| ≥ 0 è ||A|| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = 0,

2)||αA|| = |α| · ||A||,
3)||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||.
Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü A−ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, à || · ||m̂ è || · ||n̂−

âåêòîðíûå íîðìû íà ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî Rm è Rn. Òîãäà ôóíêöèÿ

||A||m̂n̂ = max
x6=0, x∈Rn

||Ax||m̂
||X||n̂

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíîé(èëè èíäóöèðîâàííîé, èëè ïîä÷èíåííîé) íîðìîé.
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Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû, êàê ðîäñòâåííàÿ

çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü A− ìàòðèöà m×n. Ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì

èëè SV D íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå A = U
∑
V T , ãäå ìàòðèöà U èìååò ðàç-

ìåð m× n è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ UTU = I, ìàòðèöà V−êâàäðàòíàÿ
ïîðÿäêà n è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ V TV = I, à

∑
= diag(σ1, ..., σn) ãäå

σ1 ≤ ... ≤ σn ≤ 0. Còîëáöû v1, ..., vn ìàòðèöû V íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè ñèíãó-

ëÿðíûìè âåêòîðàìè, à âåëè÷èíà σi íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè.

Îïðåäåëåíèå 17. Cïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå A = UΛUT , çäåñü Λ − diag(λ1, ..., λn), ãäå U = [u1, ..., un] è

UUT = I.

Ïðåäëîæåíèå 1. Â ñëó÷àå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû SV D

ïðèíèìàåò âèä A = U
∑
V T , ãäå σi = |λi| è vi = sgn(λi)ui, ïðè÷åì sgn(0) = 1.

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ðàññìîòðåíèþ ñèììåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Â ðàáîòå çàäà÷à íà îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðîèëëþñòðèðîâàíà

íà ïðèìåðå àíàëèçà ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

áåç äåìïôèðîâàíèÿ. Òàêæå íà ýòîì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ñèíãó-

ëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðèöû è åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ðàññìîòðèì ðèñóíîê 1, ãäå èçîáðàæåíà ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê áåç äåìïôèðîâàíèÿ.

Ðèñóíîê 1 � Ñâÿçíàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê áåç äåìïôèðîâàíèÿ.

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû ïðèíè-

ìàåò âèä Mẍ(t) = −Kx(t), ãäå M = diag(m1, ...,mn) è
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K =


k1 + k2 −k2
−k2 k2 + k3 −k3

... ... ...

−kn−1 kn−1 + kn −kn
−kn kn

 .

Ïîñêîëüêó M− íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü

êàê ẍ(t) = −M−1Kx(t). Ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèÿ âèäà x(t) = eγtx(0), ïîëó÷à-

åòñÿ eγtγ2x(0) = −M−1Keγtx(0), èëè M−1Kx(0) = −γ2x(0). Èíà÷å ãîâîðÿ,

−γ2 åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû M−1K, à x(0)− ñîîòâåòñòâóþùèé

ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Â îáùåì ñëó÷àå, ìàòðèöà M−1K íå ñèììåòðè÷íà, îäíàêî ìîæíî ñèììåò-

ðèçèðîâàòü åå. Ïîëîæèì M 1/2 = diag(m
1/2
1 , ...,m

1/2
1 ) è óìíîæèì îáå ÷àñòè

ñîîòíîøåíèÿ M−1Kx(0) = −γ2x(0) íà M 1/2, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

M−1Kx(0) = M−1K(M−1/2M 1/2)x(0) = −γ2M 1/2x(0)

èëè K̂x̂ = −γ2x̂, ãäå x̂ = M 1/2x(0) è K̂ = M−1/2KM−1/2. Òàêèì îáðàçîì,

ìàòðèöà

K =



k1+k2
m1

−k2√
m1m2

−k2√
m1m2

k2+k3
m2

−k3√
m2m3

... ... ...
−kn−1√
mn−2mn−1

kn−1+kn
mn−1

−kn√
mn−1mn

−kn√
mn−1mn

kn
mn


ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó êàæäîå åå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −γ2 âåùåñòâåííî.
Ìàòðèöà K̂− òðåõäèàãîíàëüíàÿ. Çàìåòèì, ÷òî ê íåé ìîæíî ïðèâåñòè ëþ-

áóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó.

×òîáû ïðîäîëæèòü ðàññóæäåíèÿ, íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ â ñèíãóëÿðíîì

ðàçëîæåíèè ìàòðèöû

Ëåììà 1. Âñÿêàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé.

Ëåììà 2. 1) ||A||2 ≡ max
x 6=0

||Ax||2
||x||2 =

√
λmax(A · A). Çäåñü ñèìâîë λmax îáî-

çíà÷àåò íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
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2)||A||2 = max
i
|λi(A)|, åñëè A− íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà, òî åñòü AA∗ = A∗A

Äàëåå ðàññììîòðèì òåîðåìó î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ðàçìåðíîñòè m × n,

ïðè÷åì M ≤ n ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

A =

(
U

[
1 0

0 U1

])[
σ 0

0
∑

1

](
V

[
1 0

0 V1

])T

,

äîïóñêàþùåå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü m ×m− ìàòðèöó A êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîá-

ðàæàþùèé âåêòîð x ∈ Rm â âåêòîð y = Ax ∈ Rm. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü

îðòîãîíàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó äëÿ Rn (ãäå îðòàìè îñåé ÿâëÿþòñÿ

ñòîëáöû ìàòðèöû V ) è äðóãóþ îðòîãîíàëüíóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó äëÿ

Rm (ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû U â êà÷åñòâå îðòîâ îñåé) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

A ïðèîáðåëà äèàãîíàëüíûé âèä (
∑
), ò.å. âåêòîð x =

n∑
i=1

βivi îòîáðàæàëñÿ áû

â y = Ax =
n∑
i=1

σ1βiui. Èíà÷å ãîâîðÿ, âñÿêàÿ ìàòðèöà ñòàíåò äèàãîíàëüíîé,

åñëè âûáðàòü ïîäõîäÿùèå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû â åå îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïóñòü A− ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

α1 ≥ ... ≥ αn è ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìèðîâàííûìè âåêòîðàìè q1, ..., qn.

Ïóñòü E− òàêæå ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à Â = A + E èìååò âîçìóùåí-

íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ α̂1 ≥ ... ≥ α̂n è ñîîòâåòñòâóþùèå âîçìóùåííûå

ñîáñòâåííûå âåêòîðû q̂1, ..., q̂n. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îöå-

íèâàíèå ðàçíîñòåé ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè αi è α̂iè ñîáñòâåííûìè

âåêòîðàìè qi è q̂i ÷åðåç âåëè÷èíó ìàòðèöû E. Áîëüøàÿ ÷àñòü îöåíîê áóäåò

ïðèíèìàòü çà ìåðó âåëè÷èíû íîðìó ‖ E ‖2.
Îäíîé èç îñíîâíûõ òåîðåì òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Âåéëÿ.

Òåîðåìà 3. (Âåéëü). Ïóñòü A è E− ñèììåòðè÷íûå n × n− ìàòðèöû.

Ïóñòü α1 ≥ ... ≥ αn− ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, à α̂1 ≥ ... ≥ α̂n−
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Â = A+ E. Òîãäà |αi − α̂i| ≤ ||E||2.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G è P− ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìå-

ðà, ïðè÷åì G èìååò ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà σ1 ≥ ... ≥ σn, à G+F− ñèíãóëÿðíûå

÷èñëà σ′1 ≥ ... ≥ σ′n, Òîãäà |σ′i − σ̂i| ≤ ||F ||2.
Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè îøèáîê äëÿ ïðè-

áëèæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàêèå àëãîðèòìû âû÷èñëÿþò ïðèáëèæå-

íèÿ α̂i, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ ìàòðèöû

Â = A+ E, ãäå ||E||2 = O(ε)||A||2.
Â ðàáîòå èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíûõ âîçìóùåíèé äëÿ ñèììåòðè÷-

íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îíà ñîäåðæèò áîëåå òî÷íûå îöåíêè äëÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 4.(¾îòíîñèòåëüíàÿ¿ òåîðåìà Âåéëÿ). Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ αi, à ìàòðèöà Â = XTAX− ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ α̂i.

Ïîëîæèì ε = ||XTX − I||2. Òîãäà |α̂i − αi| ≤ |αi|ε. Åñëè αi 6= 0, òî ýòè

îöåíêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

|α̂i − αi|
|αi|

≤ ε.

Íà îñíîâå èçëîæåííîé òåîðèè âîçìóùåíèé â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç

âëèÿíèÿ âîçìîæíûõ îøèáîê âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé (âåêòîðîâ) ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû íà ïðèìåðå ðàññìîòðåííîé ðàíåå

çàäà÷è î ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ.

Äàëåå ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, îñíîâàííûé íà âðàùåíèÿõ ßêî-

áè. Íàçâàí â ÷åñòü Êàðëà Ãóñòàâà ßêîáà ßêîáè, ïðåäëîæèâøåãî ýòîò ìåòîä

â 1846 ãîäó, õîòÿ èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä íà÷àë òîëüêî â 1950-õ ãîäàõ ñ ïîÿâëå-

íèåì êîìïüþòåðîâ. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ìàëûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Ïî çàäàííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå A = A0 â ìåòîäå ßêîáè ñòðîèò-

ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíî ïîäîáíûõ ìàòðèö A1, A2, .... Â êîíå÷-

íîì ñ÷åòå, îíà ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, íà äèàãîíàëè êîòîðîé

ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ìàòðèöà Ai+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ai ïî ôîðìóëå

Ai+1 = JTi AiJi, ãäå Ji− îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåìàÿ âðàùåíèåì ßêî-

áè. Òàêèì îáðàçîì,
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Am = JTm−1Am−1Jm−1 = JTm−1J
T
m−2Am−2Jm−2Jm−1 = ... =

= JTm−1...J
T
0 A0J0...Jm−1 = JTAJ.

Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå âðàùåíèé Ji ìàòðèöà Am äëÿ áîëüøèõ m áó-

äåò áëèçêà ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòü

Λ ≈ JTAJ , èëè JΛJT ≈ A. Ïîýòîìó ñòîëáöû ìàòðèöû J ÿâëÿþòñÿ ïðè-

áëèæåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè äëÿ A.

Ìàòðèöà Ji, âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ñäåëàòü íóëÿìè ïàðó âíåäèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ai+1 = JTi AiJi. Èìåííî, óãîë θ âðàùåíèÿ

Ji = R(j, k, θ) =

j

k

j k

1

1

...

cos θ − sin θ

...

sin θ cos θ

...

1

1


âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ýëåìåíòû (j, k) è (K, j) â Ai+1 ñòàëè íóëÿ-

ìè. ×òîáû íàéòè θ (ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ cos θ è sin θ), çàïèøåì

[
a
(i+1)
jj a

(i+1)
jk

a
(i+1)
kj a

(i+1)
kk

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]T [
a
(i)
jj a

(i)
jk

a
(i)
kj a

(i)
kk

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]

=

[
λ1 0

0 λ2

]
,

ãäå λ1 è λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîäìàòðèöû

[
a
(i)
jj a

(i)
jk

a
(i)
kj a

(i)
kk

]
.

Îáîçíà÷èì c = cos θ è s = sin θ. Îïóñêàÿ, äëÿ ïðîñòîòû, èíäåêñ (i) â

ïðèâåäåííîì âûøå ìàòðè÷íîì ðàâåíñòâå è âûïîëíÿÿ ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö,

ïîëó÷àåì, ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè,
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[
λ1 0

0 λ2

]
=

[
ajjc

2 + akks
2 + 2scajk sc(akk − ajj) + ajk(c

2 − s2)
sc(akk − ajj) + ajk(c

2 − s2) ajjs
2 + akkc

2 + 2scajk

]
.

Ïðèðàâíèâàÿ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò íóëþ, èìååì

ajj − akk
2ajk

=
c2 − s2

2sc
=

cos 2θ

sin 2θ
= ctg2θ = τ.

Ïîëîæèì t = s
c = tgθ è çàìåòèì, ÷òî t2 − 2τt− 1 = 0. Ðåøàÿ êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå, íàõîäèì t = sign(τ)

|r|+
√
1+τ2

, c = 1√
1+t2

è s = t · c. Ñóììèðóåì ýòîò

âûâîä â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà:

Àëãîðèòì 1. Âû÷èñëèòü âðàùåíèå ßêîáè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè j, k

è ïðèìåíèòü åãî ê ìàòðèöå A :

proc Jacoby-Rotation (A, j, k)

if |ajk| íå ñëèøêîì ìàë

τ = (ajj − akk)/(2 · ajk)
t = sign(τ)/(|τ |+

√
1 + τ 2)

c = 1/
√

1 + t2

s = c · t
A = RT (j, k, θ) · A ·R(j, k, θ) ... ãäå c = cos θ è s = sin θ

if íóæíû ñîáñòâåííûå âåêòîðû

J = J ·R(j, k, θ)

end if

end if

Ñòîèìîñòü ïðèìåíåíèÿ âðàùåíèÿ R(j, k, θ) ê ìàòðèöå A (èëè J) ñîñòàâ-

ëÿåò ëèøü O(n) ôëîïîâ, òàê êàê â A èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ñòðîêè è ñòîëáöû ñ

íîìåðàìè j è k. Àëãîðèòì ßêîáè â öåëîì ìîæíî îïèñàòü òàê:

Àëãîðèòì 2. Ìåòîä ßêîáè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèì-

ìåòðè÷íîé ìàòðèöû:

repeat

âûáðàòü ïàðó èíäåêñîâ j, k

îáðàòèòüñÿ ê ïðîöåäóðå Jacoby-Rotation(A, j, k)

ïîêà A íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî áëèçêà ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå
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Äëÿ îïèñàíèÿ ïàðû j, k è â êà÷åñòâå ìåðû ïðîäâèæåíèÿ ê ïðåäåëó îïðå-

äåëèì âåëè÷èíó, ÿâëÿþùåéñÿ íîðìîé íàääèàãîíàëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû

o�(A) =

√ ∑
1≤j<k≤n

a2jk.

Îïèøåì èñõîäíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà, óêàçàííóþ ñàìèì ßêîáè â 1846 ã.

Àëãîðèòì 3. Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì ßêîáè:

while o�(A) > tol (çäåñü tol− ïàðàìåòð îñòàíîâà,

çàäàâàåìûé ïîëüçîâàòåëåì)

âûáðàòü j è k òàê, ÷òîáû ajk áûë íàèáîëüøèì

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âíåäèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì

îáðàòèòüñÿ ê ïðîöåäóðå Jacoby-Rotation(A, j, k)

end while

Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì íå èñïîëüçóåòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ, ïî-

òîìó ÷òî ïîèñê íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà ñëèøêîì çàìåäëÿåò ïðîöåññ. Ïîýòîìó

âìåñòî êëàññè÷åñêîãî âûáîðà ïàð j, k èñïîëüçóåòñÿ ïîñòðî÷íûé öèêëè÷åñêèé

îáõîä âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

Àëãîðèòì 4. Ñòðî÷íûé öèêëè÷åñêèé ìåòîä ßêîáè.

repeat

for j = 1 to n− 1

for k = j + 1 to n

îáðàòèòüñÿ ê ïðîöåäóðå Jacoby-Rotation(A, j, k)

end for

end for.

ïîêà À íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî áëèçêà ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

Åñëè â òå÷åíèå âñåãî âíóòðåííåãî öèêëà ïðîöåäóðà Jacoby-Rotation äàåò

ëèøü çíà÷åíèÿ c = 1 è s = 0, òî ìàòðèöà A óæå áîëåå íå èçìåíÿåòñÿ.

Ìåòîä ßêîáè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ òî÷íûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ñèí-

ãóëÿðíûõ ÷èñåë è ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü

ìåòîä ßêîáè ê ìàòðèöå GGT (èëè GTG) íåÿâíî, òî åñòü òàê, ÷òî íè îäíà

èç íàçâàííûõ ìàòðèö â ÿâíîì âèäå íå ôîðìèðóåòñÿ, ÷åì èçáåãàåòñÿ ïîòåðÿ

÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè, ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ôîðìèðîâàíèåì.
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Íà êàæäîì øàãå íåÿâíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëÿåòñÿ âðàùåíèå ßêîáè J , ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ìàòðèöà GTG íåÿâíî ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â JTGTGJ ; âðàùå-

íèå âûáðàíî òàê, ÷òîáû ïàðà âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç GTG îáðàòèëàñü

â íóëè â ìàòðèöå JTGTGJ . Îäíàêî íè GTG, íè JTGTGJ íå âû÷èñëÿþòñÿ â

ÿâíîì âèäå; âìåñòî íèõ âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà GJ . Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû íà-

çûâàåì àëãîðèòì ìåòîäîì îäíîñòîðîííèõ âðàùåíèé.

Àëãîðèòì 5. Âû÷èñëèòü âðàùåíèå ßêîáè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè j, k:

proc One-Sided-Jacobi-Rotation(G, j, k)

Âû÷èñëèòü ajj = (GTG)jj, ajk = (GTG)jk è akk = (GTG)kk

if |ajk| íå ñëèøêîì ìàë

τ = (ajj − akk)/(2 · ajk)
t = sign(τ)/(|τ |+

√
1 + τ 2)

c = 1/
√

1 + t2

s = c · t
G = G ·R(j, k, θ)... ãäå c = cos θ è s = sin θ

if íóæíû ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû

J = J ·R(j, k, θ)

end if

end if

Çàêëþ÷åíèå. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå áûë ðàññìîòðåí ðÿä îñíîâíûõ

îïðåäåëåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñèììåòðè÷åñêîé ïðîáëåìå ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé, ðàññìîòðåíû ëåììû è òåîðåìà î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè(SV D).

Èçëîæåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû, à òàêæå åå èñêëþ÷åíèå â

âèäå òåîðèè îòíîñèòåëüíûõ âîçìóùåíèé, ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷àòü áîëåå òî÷-

íûå îöåíêè.

Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû âàðèàöèè àëãîðèòìà ßêîáè äëÿ íàõîæäåíèÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû è âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Äàííàÿ òåìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé, ñ òàêîé âû÷èñëèòåëüíîé

ïðîáëåìîé ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèé ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, êîëåáàòåëüíûõ è ýëåêòðîí-

íûõ ñïåêòðîâ ìîëåêóë è êðèñòàëëîâ.
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Ñîâåðøåííî ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ýòà ïðîáëåìà ïðèîáðåëà ïîñëå ñî-

çäàíèÿ â òðèäöàòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ ñòàëà

áàçîâîé äèñöèïëèíîé èññëåäîâàíèÿ ìèêðîìèðà.
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