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Ââåäåíèå. Òåîðèÿ âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìíî-

ãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñëîæèëàñü êàê íîâîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè-

êè â 30-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà â ðåçóëüòàòå ðàáîò ñîâåòñêîãî ìàòåìàòèêà Ñåðãåÿ

Ëüâîâè÷à Ñîáîëåâà è çàòåì èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêà-

ìè â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â äàííîé òåîðèè èçó÷àþòñÿ âàæíûå ñâÿçè è

ñîîòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòðèêàõ,

íåðàâåíñòâà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðîèçâîäíûìè, âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ

ôóíêöèé çà ïðåäåëû îáëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ. Îñíîâ-

íûì àïïàðàòîì ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé è îöåíêè

ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äàííàÿ òåîðèÿ èìååò ìíîæåñòâî ñó-

ùåñòâåííûõ ïðèìåíåíèé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-

ìè ïðîèçâîäíûìè, ðåçóëüòàòû è ìåòîäû èìåþò ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå.

Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé îá îáîá-

ùåííîé â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ïðîèçâîäíîé è ðàññìîòðåíèå âûâîäà íåêîòî-

ðûõ òåîðåì âëîæåíèÿ.

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà ðàçäåëåíà íà íåñêîëüêî ðàçäåëîâ. Ïåðâûé ðàçäåë ñî-

äåðæèò â ñåáå îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ îá ïðîñòðàíñòâàõ Lp, à òàêæå îñíîâíûå

èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì. Â ñëåäó-

þùèõ ðàçäåëàõ ðàññìîòðèì óñðåäíåíèå ôóíêöèé, îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå

â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è èõ ñâîéñòâà, èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ÷åðåç èõ ïðîèçâîäíûå, à òàêæå ââåä¼ì îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñ óñëîâèÿìè l-ðîãà. Äàëåå, îñíîâûâàÿñü íà ââåä¼í-

íûõ ðàíåå ïîíÿòèÿõ è óòâåðæäåíèÿõ, èçó÷èì àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâàW l
p,

l = (l1, . . . ln), è èõ ñâîéñòâà. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïîëó÷èì òåîðåìó âëîæåíèÿ

àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ W l
p (G) â Lq (G), îáîáùàþùóþ ñîîòâåòñòâóþùóþ

êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Çàòåì ðàññìîòðèì âëîæåíèå

ïðîñòðàíñòâà W l
p (G) ïðè íåñîîòâåòñòâèè l òèïó îáëàñòè G, ñôîðìóëèðîâàí-

íîå â âèäå òåîðåìû, è ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü íåðàâåíñòâà â óñëîâèè äàííîé

òåîðåìû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê ðàññìîò-

ðåíèþ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è òåîðåì
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âëîæåíèÿ, íåîáõîäèìî ââåñòè âàæíûå îïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ñâîéñòâà è óòâåð-

æäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â âèäå ëåìì è òåîðåì. Äëÿ íà÷àëà ñôîðìóëèðóåì

îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Lp (G), ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåùå-

ñòâåííûå ôóíêöèè f (x), îïðåäåëåííûå íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå G ⊂ En, ãäå

En � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x = (x1, . . . , xn). Èçìåðèìîñòü

ìíîæåñòâ áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå Ëåáåãà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü p � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 1 ≤ p ≤ ∞. Ïðîñòðàíñòâîì

Lp (G) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ, èçìåðèìûõ íà G ôóíêöèé

f (x), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ |f (x)|p èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ëåáåãà íà G.
×èñëî

‖f‖Lp(G) = ‖f‖p,G =

∫
G

|f (x)|p dx

1/p

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ýëåìåíòà f ∈ Lp (G) .

Óêàæåì ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Lp (G):

1) ‖f‖p,G = 0 ýêâèâàëåíòíî f (x) = 0 ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ G.
2) ‖cf‖p,G = |c| ‖f‖p,G.
3) ‖f1 + f2‖p,G ≤ ‖f1‖p,G + ‖f2‖p,G.
4) Ïðîñòðàíñòâî Lp (G) � ïîëíîå, ò.å. åñëè fk ∈ Lp (G) (k = 1, 2, . . .),

‖fk − fl‖p,G → 0 (k, l→∞) , òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Lp (G) òàêàÿ, ÷òî

‖fk − f‖p,G → 0 (k →∞).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f ∈ Lp (G) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â öåëîì â

Lp (G), åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ‖f (·+ y)− f‖p,En < ε,

êàê òîëüêî |y| =
(

n∑
i=1

y2i

)1/2

< δ.

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lp (G), 1 ≤ p < ∞, íåïðåðûâíà (â öåëîì)

â Lp (G).
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Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî S ïðîñòðàíñòâà Lp (G) íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè

∀f ∈ Lp (G) ∀ ε > 0 ∃ϕε ∈ S ‖ϕε − f‖p,G < ε.

Ïóñòü G - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â En. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f (x) ∈ Llocp (G)

ïðè x ∈ G, åñëè f ∈ Lp (F ) íà ëþáîì êîìïàêòå F ⊂ G. Ïðè p = (1, . . . , 1)

áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé êëàññ Lloc (G).

Äàëåå ðàññìîòðèì îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ âåêòîðíûõ

p = (p1, . . . , pn), íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê.

Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà

Ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ ,
1

p
+

1

p′
= 1

∫
En

|f1 (x) f2 (x)| dx ≤ ‖f1‖p ‖f2‖p′ .

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî

Åñëè 1 ≤ p ≤ ∞ , fi ∈ Lp (En) (i = 1, . . . ,m), òî∥∥∥∥∥
m∑
i=1

fi

∥∥∥∥∥
p

≤
m∑
i=1

‖fi‖p .

Îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî

Ïóñòü ϕ (x, y) - çàäàííàÿ íà Ex × Ey èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, 1 ≤ p ≤ ∞,

òîãäà ∥∥∥∥∥∥∥
∫
Ey

ϕ ( · , y) dy

∥∥∥∥∥∥∥
p,Ex

≤
∫
Ey

‖ϕ ( · , y)‖p,Ex dy. (1)

Íåðàâåíñòâî Þíãà

Ïóñòü p = (p1, . . . , pn) , q = (q1, . . . , qn) è r = (r1, . . . , rn) òàêèå, ÷òî

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ è 1− 1

p
+

1

q
=

1

r
.
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È ïóñòü f (x) è K (x) - ôóíêöèè, çàäàííûå íà En, ïðè÷åì f ∈ Lp (En),

K ∈ Lr (En),

T (x) =

∫
En

f (y)K (y − x) dy.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖T ‖q ≤ ‖K‖r‖f‖p. (2)

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ, ôèíèòíóþ â En, ôóíêöèþ

K (x) ∈ C∞0 (En) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
En

K (x) dx = 1.

Ïóñòü λ = (λ1, . . . , λn) , λi > 0 (i = 1, . . . , n) , υ > 0. Ââåäåì ñðåäíþþ

ôóíêöèþ

Kυλ (x) = υ−|λ|K
(
x : υλ

)
.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà En, åå íîñèòå-

ëåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

Sυλ (K) =
{
x :
(
x : υλ

)
∈ S (K)

}
⊂ Iυλ. (3)

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå G ïðîñòðàí-

ñòâà En. Ïîëîæèì f = 0 íà En\G è ïóñòü f ∈ Lloc (En) íà En.

Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèè f ñ ÿäðîì óñðåäíåíèÿ K è

ïàðàìåòðîì óñðåäíåíèÿ υλ ñëåäóþùèì îáðàçîì

fυλ (x) = υ−|λ|
∫
En

f (x+ y)K
(
y : υλ

)
dy = υ−|λ|

∫
En

f (y)K
(
(y − x) : υλ

)
dy.
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Ôóíêöèÿ fυλ (x) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïî-

ðÿäêà íà En è äëÿ ëþáîãî α = (α1, . . . , αn) (αi ≥ 0 �öåëûå)

Dα
xfυλ (x) = (−1)|α|υ−|λ|−(α,λ)

∫
En

f (y)DαK
(
(y − x) : υλ

)
dy.

Ëåììà 1. Åñëè f ∈ Lp (G), p = (p1, . . . , pn), òî

‖fυλ‖p ≤ ‖K‖1‖f‖p (1 ≤ p ≤ ∞) ,

lim
υ→0
‖fυλ − f‖p = 0 (1 ≤ p <∞) .

Çàìå÷àíèå. Åñëè f ∈ Llocp (G) , 1 ≤ p <∞, òî fυλ → f â ñìûñëå Llocp (G).

Ëåììà 2. Åñëè G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà En, f ∈ Llocp (G) ,

p ≥ 1, òî

lim
υ→0

fυλ (x) = f (x)

ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü f è χ - ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ôóíêöèè íà îòêðûòîì

ìíîæåñòâå G ⊂ En. Åñëè äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôèíèò-

íîé â G ôóíêöèè ϕ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
G

χ (x)ϕ (x) dx = (−1)|k|
∫
G

f (x)ϕ(k) (x) dx,

ãäå k = (k1, . . . , kn) (ki ≥ 0 � öåëûå), òî χ íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé â ñìûñëå

Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f âèäà f (k) = Dkf = ∂|k|f

∂x
k1
1 ...∂xknn

.

Ëåììà 3. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíû ôóíêöèÿ f ∈ Llocp (G) , ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ôóíêöèé fj ∈ Llocp (G) (j = 1, . . .) , êîòîðûå èìåþò îáîáùåííûå

ïðîèçâîäíûå f
(k)
j ∈ Llocq (G) (j = 1, . . .) , ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞. Åñëè

fj → f (j →∞) â ñìûñëå Llocp (G) è
(
f
(k)
j − f

(k)
i

)
→ 0 (i, j → ∞) â ñìûñ-

ëå Llocq (G), òî f (k) ∈ Llocq (G) - îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f íà G è

f
(k)
j → f (k) (j →∞) â ñìûñëå Llocq (G).
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Çàìå÷àíèå. Åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû f
(k)
j ∈ Lq (G) (j = 1, . . .) è∥∥∥f (k)j − f

(k)
i

∥∥∥
q,G
→ 0 (i, j →∞), òî f (k) ∈ Lq (G) è

∥∥∥f (k)j − f (k)
∥∥∥
q,G
→ 0

(j →∞).

Äàëåå ïðèâåäåì âûâîä èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé. Äëÿ íà÷àëà ïîñòðîèì äëÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f åå

ñðåäíþþ ôóíêöèþ fυλ (x) = f (x, υ) ñ íåêîòîðûì ÿäðîì Ω è ïàðàìåòðîì

óñðåäíåíèÿ υλ, ãäå λ = (λ1, . . . , λn) � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Çàìåòèì, ÷òî

óñðåäíåíèå f (x, υ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìóþ ïî υ (υ > 0) ôóíêöèþ.

Èìååì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

f (x) = fhλ (x) +

h∫
0

n∑
i=1

υ−1−|λ|+liλidυ

∫
En

Dli
i f (x+ y) Li

(
y : υλ

)
dy, (4)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïî÷òè äëÿ êàæäîãî x ∈ U , ãäå U - ìíîæåñòâî, äëÿ

êîòîðîãî èìååò ñìûñë ïðàâàÿ ÷àñòü óêàçàííîãî ðàâåíñòâà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî U . Ïåðåä

ýòèì çàìåòèì, ÷òî suppLi ⊂ S (K), ïîýòîìó ôàêòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå

â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) ïðîâîäèòñÿ ïî òî÷êàì y ∈ S (K,λ, h) , ãäå

S (K,λ, h) =
⋃

0<υ≤h

Sυλ (K)

� òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñóììà ìíîæåñòâ Sυλ (K), îïðåäåëåííûõ ñîîòíî-

øåíèÿìè (3). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (4) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè f è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà x+ S (K,λ, h).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íàG, òîãäà ìíîæåñòâî U ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå:

U = {x : x ∈ G, x+ S (K,λ, h) ⊂ G} .

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4) áóäåò èìåòü ñìûñë äëÿ âñåõ x ∈ U . Èç ïðåäïîëî-
æåíèÿ, ÷òî f ∈ Lloc (G), íà îñíîâàíèè ëåììû 2 ïðè p = 1, ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî fελ (x)→ f (x) ïðè ε→ 0 ïî÷òè âåçäå íà G, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âåçäå

íà U . Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ U .
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Ïîëîæèì b > 0, ai 6= 0 (i = 1, . . . , n) ,

S (K) ⊂

{
x :

xi
ai
> 0, 1 <

(
xi
ai

)1/λi

< 1 + b (i = 1, . . . , n)

}
.

Òîãäà S (K,λ, h) ≡ V

(
1

λ

)
=

=
⋃

0<υ≤h

{
x :

xi
ai
> 0, υ <

(
xi
ai

)1/λi

< (1 + b)υ (i = 1, . . . , n)

}
.

Îïðåäåëåíèå 5. Îáëàñòü V
(
1
λ

)
íàçûâàåòñÿ 1

λ-ðîãîì ðàäèóñà h è ðàñòâîðà b.

Äàëåå ÷àñòî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = 1
l

(
λi = 1

li
, i = 1, . . . , n

)
. Â ýòîì

ñëó÷àå íîñèòåëåì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4) áóäåò ñäâèíóòûé l-ðîã

x+ V (l) . Ïðè λ1 = . . . = λn l-ðîã V (l) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Åñëè äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ En ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî K

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gk è l-ðîãîâ Vk (l) = Vk (l, h), òàê ÷òî ïðè ýòîì

G =
K⋃
k=1

Gk =
K⋃
k=1

(Gk + Vk (l, h)) , (5)

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó óñëî-

âèþ l−ðîãà, è ïèñàòü G ∈ A (l, h).

Åñëè äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G âûïîëíåíî óñëîâèå (5) è

G =
K⋃
k=1

G
(δ)
k ïðè íåêîòîðîì δ > 0, G

(δ)
k = {x : x ∈ Gk, ρ (x, ∂Gk\∂G) > δ} ,

òî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ l−ðîãà (G ∈ A (l, h)).

Åñëè äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G âûïîëíåíî óñëîâèå (5) è

G =
K⋃
k=1

G
[δ]
k ïðè íåêîòîðîì δ > 0, G

[δ]
k = {x : x ∈ Gk, ρ (x, G\Gk) > δ} ,
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òî G óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíîìó óñëîâèþ l−ðîãà (G ∈ Ā (l, h)).

Î÷åâèäíî, ÷òî A (l, h) ⊃ A (l, h) ⊃ A (l, h).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà En, l = (l1, . . . , ln) � âåêòîð ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè, 1 ≤ p ≤
≤ ∞. ×åðåç W l

p (G) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ íà ìíî-

æåñòâå G ôóíêöèé f , êîòîðûå èìåþò íà G îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå Dli
i f (x)

(i = 1, . . . , n) è êîíå÷íóþ íîðìó

‖f‖W l
p(G)

= ‖f‖p,G +
n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,G

= ‖f‖p,G + ‖f‖Llp(G).

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ W l
p (G), ñôîð-

ìóëèðóåì èõ â âèäå òåîðåì.

Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî W l
p (G), 1 ≤ p ≤ ∞, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

Áàíàõà.

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî W l
p (G), 1 ≤ p <∞, ñåïàðàáåëüíî.

×åðåç χ (G) = χ (G; x) áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ìíîæåñòâà G. Ïóñòü U ⊂ En � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ôóíêöèÿ f (x) îïðåäå-

ëåíà íà ìíîæåñòâå U + V (l) è èìååò íà ýòîì ìíîæåñòâå îáîáùåííûå ïðîèç-

âîäíûå Dli
i f (i = 1, . . . , n) .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = 1
l =

(
1
l1
, . . . , 1

ln

)
. Òîãäà â ñèëó (4) ïî÷òè âñþäó íà

U

f (x) = fhλ (x) +

h∫
0

n∑
i=1

υ−|λ|dυ

∫
Dli
i f (x+ y) Li

(
y : υλ

)
dy,

çäåñü ÿäðî óñðåäíåíèÿ è Li ïðèíàäëåæàò C
∞
0 (En), à íîñèòåëåì äàííîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñëóæèò ðîã x+ V (l) .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f̃ (x) = (χ (U + V ) f)hλ (x) +

+

h∫
0

n∑
i=1

υ−|λ|dυ

∫
χ (U + V ; x+ y)Dli

i f (x+ y) Li

(
y : υλ

)
dy.
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Ôóíêöèÿ f̃ (x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x ∈ En. Èç îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà

Ìèíêîâñêîãî (1) è íåðàâåíñòâà Þíãà (2) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî f̃ ∈ Lloc (En)

(f̃ ∈ Llocp (En) ïðè p > 1, 1
p > 1 − |λ|−1). Ïðè x ∈ U ïðàâûå ÷àñòè äâóõ

ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ïî÷òè âñþäó íà U f̃ (x) = f (x) .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f̃ - ðàñïðîñòðàíåíèå ôóíêöèè f çà ïðåäåëû U íà

En. Ïðè÷åì f̃ (x) íå îáÿçàíà ñîâïàäàòü ñ f (x) âíå U , ò.å. íà (U + V ) \U .

Ëåììà 4. Ïðè |α : l| < 1, 1 ≤ p ≤ ∞ è ïðè |α : l| = 1, 1 < p < ∞
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥∥Dαf̃
∥∥∥
p,En
≤ Ch1−|α:l|

n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p, U+V

+ Ch−|α:l|‖f‖p, U+V ,

ãäå C íå çàâèñèò îò f è h.

Òåîðåìà 4. Åñëè G - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëàáîìó

óñëîâèþ l-ðîãà, òî ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, |α : l| < 1 è ïðè 1 < p < ∞, |α : l| = 1

èìååò ìåñòî âëîæåíèå DαW l
p (G) ↪→ Lp (G) è äëÿ f ∈ W l

p (G)

‖Dαf‖p,G ≤ Ch1−|α:l|
n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,G

+ Ch−|α:l|‖f‖p,G ≤ C (h) ‖f‖W l
p(G)

,

ãäå ïðè íåêîòîðîì h0 = h0 (G) > 0, 0 < h < h0, C íå çàâèñèò îò h è f .

Òåîðåìà 5. Åñëè G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèëüíîìó

óñëîâèþ l-ðîãà, 1 < p <∞, òî ïðîñòðàíñòâî W l
p (G) ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì

ïðîñòðàíñòâà W l
p (En) íà G. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åí-

íûé îïåðàòîð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôóíêöèé èç W l
p (G) â W l

p (En)

W l
p (G) 3 f → f̃ ∈ W l

p (En) , f̃ |G = f.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò èçó÷åíèå ðÿäà ñâîéñòâ ôóíêöèé èç ïðîñòðàí-

ñòâà W l
p (G) ñâåñòè ê èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé èç ïðî-

ñòðàíñòâà W l
p (En), çäåñü àïïàðàò èññëåäîâàíèé ðàçðàáîòàí ïîëíåå.

Äàëåå ðàññìîòðèì òåîðåìó âëîæåíèÿ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ W l
p (G)

(l = (l1, . . . ln)) â Lq (G), îáîáùàþùóþ ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññè÷åñêóþ òåî-

ðåìó Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ En,
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V (l) = V (l, h) = V � l-ðîã, ôóíêöèÿ f (x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå U +V (l)

è èìååò íà ýòîì ìíîæåñòâå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå Dli
i f (i = 1, . . . , n) .

Ëåììà 5. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, κ =
∣∣∣(α + 1

p −
1
q

)
: l
∣∣∣ ≤ 1 è ïðè κ = 1

ëèáî 1 < p = q <∞, ëèáî 1 < pn < qn <∞, ëèáî 1 = pn < qn =∞.

Òîãäà DαW l
p (U + V ) ↪→ Lq (U) è äëÿ f ∈ W l

p (U + V )

‖Dαf‖q, U ≤ C1h
1−κ

n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p, U+V

+ C2h
−κ‖f‖p, U+V ,

ïðè÷åì C1 è C2 íå çàâèñÿò îò f è h, à òàêæå C2 íå çàâèñèò îò q. Â ëåâîé

÷àñòè íåðàâåíñòâà Dαf ìîæíî çàìåíèòü íà Dαfε ïðè ëþáîì ε ∈(0, h].
Ïðè κ < 1

C1 = C ′1

(
1

1− x

)1− 1
pn

+
1
qn
(

1

qn

) 1
qn
,

ãäå C ′1 íå çàâèñèò îò q.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó óñëî-

âèþ l-ðîãà, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, κ =
∣∣∣(α + 1

p −
1
q

)
: l
∣∣∣ ≤ 1 è ïðè κ = 1 ëèáî

1 < p = = q <∞, ëèáî 1 < pn < qn <∞, ëèáî 1 = pn < qn =∞.

Òîãäà DαW l
p (G) ↪→ Lq; òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ f ∈ W l

p (G) ñóùåñòâóåò íà G

îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Dαf ∈ Lq (G) è ñóùåñòâóþò ÷èñëà h0 > 0, C > 0

òàêèå, ÷òî

‖Dαf‖q,G ≤ Ch1−κ
n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,G

+ Ch−κ‖f‖p,G,

çäåñü ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò f è h ∈ (0, h0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè α = 0,

òî W l
p (G) ↪→ Lq (G) .

Ðàíåå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ðàññìàòðèâàëîñü êàê ìíîæåñòâî, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñëàáîìó óñëîâèþ l-ðîãà, ò.å. G ÿâëÿëîñü îáëàñòüþ êëàññà A (l, H). Òå-

ïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó óñëî-

âèþ s-ðîãà, s 6= l, s = (s1, . . . , sn) .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f ∈ W l
p (G), G ∈ A (s,H) , 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,

α = (α1, . . . , αn) � âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåí-
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òàìè,

δi = li
si
−
(
α + 1

p −
1
q ,

1
s

)
(i = 1, . . . , n) , δ = min

i
δi ≥ 0 (6)

è ïðè δ = 0 ëèáî 1 < pn < qn <∞, ëèáî 1 = pn < qn =∞, ëèáî 1 < p =

= q <∞.

Òîãäà DαW l
p (G) ↪→ Lq (G), òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ f ∈ W l

p (G) íà G ñóùå-

ñòâóåò îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Dαf ∈ Lq (G) è

‖Dαf‖q,G ≤ C

(
h−δ0‖f‖p,G +

n∑
i=1

hδi
∥∥∥Dli

i f
∥∥∥
p,G

)
,

ãäå δ0 =
(
α + 1

p −
1
q ,

1
s

)
, h � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç (0, H], C � êîíñòàíòà,

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò f è h.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû ñïðàâåäëèâû è äëÿ âåêòîðà cs, ãäå c � ïðîèç-

âîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òàê êàê, åñëè G ∈ A (s,H), òî G ∈ A (cs,Hc)

∀ c > 0. À òàêæå èç òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ (6) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè

óìíîæåíèè s íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òàê êàê δj (j = 0, 1, . . . , n) ÿâëÿþòñÿ

îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî si (i = 1, . . . , n).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå êëàññû îáëàñòåé,

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîðàìè s, íîðìèðîâàííûìè íåêîòîðûì ñïîñî-

áîì.

Çàêëþ÷åíèå. Â íà÷àëå äàííîé ðàáîòû áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà Lp è îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà. Äàëåå áûëè ðàññìîòðå-

íû óñðåäíåíèå ôóíêöèé è èçó÷åíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà îáîáùåííîé

â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ïðîèçâîäíîé. Çàòåì ðàññìîòðåëè âûâîä èíòåãðàëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ÷åðåç ïðîèçâîäíûå è èçó-

÷èëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñ l-ðîãîì. Íàêîíåö, íà îñíîâàíèè ðàíåå

ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé ñôîðìóëèðîâàëè îñíîâíûå îïðåäåëå-

íèÿ è ñâîéñòâà àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ W l
p. Äîêàçàëè òåîðåìó âëîæåíèÿ

àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ W l
p (G) â Lq (G) è òåîðåìó âëîæåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà W l
p (G) ïðè íåñîîòâåòñòâèè l òèïó îáëàñòè G è ïîêàçàëè íåîáõîäèìîñòü

íåðàâåíñòâà â óñëîâèè äàííîé òåîðåìû.
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