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Ââåäåíèå

Ìíîãèå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìî-

ñòè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, à

òàê æå ïó÷êîâ òàêèõ îïåðàòîðîâ. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âêëþ÷àåò â ñåáÿ âî-

ïðîñû ïîëíîòû è áàçèñíîñòè ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé, âîïðîñû î ðàçëîæå-

íèÿ â áèîðòîãîíàëüíûå ðÿäû Ôóðüå ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì (ê.ô), âîïðîñû

àñèìïòîòèêè ñïåêòðà è ò.ä.

Â L2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ L(λ), ïîðîæäåííûé îäíîðîäíûì (ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû)

äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì (ä.â.) n -ãî ïîðÿäêà

`(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0 (1)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ íîð-

ìèðîâàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Ui(y, λ) :=
∑

j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l (2)

Ui(y, λ) :=
∑

j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n (3)

ãäå λ, αijs, βijs ∈ C,κi ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ n− 1.

Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, èçâåñòíûå îïðåäåëå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé èëè, êðàòêî, êîðíåâûõ ôóíêöèé

(ê.ô) êðàòíîé (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòû ê.ô.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà L(λ), ïðè

êîòîðûõ èìååò ìåñòî m-êðàòíàÿ ïîëíîòà ê.ô. ýòîãî ïó÷êà â ïðîñòðàíñòâå

L2[0, 1].
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îñíîâîïîëàãàþùåé ïî ýòîé ïðîáëåìå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ì.Â Êåëäûøà

1951ã., â êîòîðîé áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà îá n-êðàòíîé ïîëíîòå ê.ô.

ïó÷êà L(λ), ïîðîæäåííîãî ä.â. ñî ñïåöèàëüíîé ãëàâíîé ÷àñòüþ.

`(y, λ) := y(n) + λny + { âîçìóùåíèå }

è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ñòà-

òüå Õðîìîâà À.Ï. â 1973ã. â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ä.â. è

â 1976ã. Øêàëèêîâûì À.À. â ñëó÷àå ñóììèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíîé ãëàâíîé ÷àñòè ä.â. áûë ðàññìîòðåí â W. Eberhard'îì. Äåòàëü-

íîå èññëåäîâàíèå âîïðîñà îá m-êðàòíîé (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòå ê.ô. ïó÷êà

L(λ) , ä.â. êîòîðîãî èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, à êðàåâûå óñëîâèÿ �

ïîëó-ðàñïàäàþùèåñÿ, ïðîâåäåíî Âàãàáîâûì Â.È. Ïîëó-ðàñïàäàþùèåñÿ êðà-

åâûå óñëîâèÿ � ýòî òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ, êîãäà l (2l ≥ n) êðàåâûõ óñëî-

âèé áåðóòñÿ òîëüêî â îäíîì êîíöå îñíîâíîãî îòðåçêà [0, 1] (íàïðèìåð, â 0), à

îñòàëüíûå n− l êðàåâûõ óñëîâèé áåðóòñÿ è â 0 è â 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè ω1, ω2, . . . , ωn õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ∑
j+s=n pjsω

j = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è ëåæàò íà äâóõ èëè

îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ îò íà÷àëà, â êîëè÷åñòâàõ k è n − k(0 ≤ k ≤ n) Íå

íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîðíè ωj ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ωne
i(π−ϕ) < ωn−1e

i(π−ϕ) < · · · < ωk+1e
i(π−ϕ) < 0 < ω1 < ω2 < · · · < ωk (4)

ãäå 0 < |ϕ| < π (ñì. ðèñ. 1). Òî åñòü ïåðâûå k êîðíåé ωj ëåæàò íà ïîëîæèòåëü-

íîì ëó÷å, à îñòàëüíûå n− k êîðíåé íà ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà ïîä óãëîì

ϕ. Â ñëó÷àå îäíîãî ëó÷à (k = n èëè k = 0), ðàäè åäèíîîáðàçèÿ äàëüíåéøèõ

âûêëàäîê, ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ = 0 è k = n, òî åñòü ôîðìàëüíî òîæå äâà ëó÷à, íî

îäèí ëó÷ íå ñîäåðæèò êîðíåé.

Îáîçíà÷èì [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q}, [p]+ = [p, 0]+ è ïîëî-
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æèì ïðè j = 1, n

aij =
∑

v+s=κi

αivsω
v
j , i = 1, l;bij =

∑
v+s=κi

βivsω
v
j , i = l + 1, n

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòëè÷èÿ îò íóëÿ

ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ïó÷êà L(λ)

(òî, ÷òî ýòî òàê, áóäåò âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà):

Ðèñóíîê 1 � Ðàñïîëîæåíèå õàðàêòåðèñòèê

det (aij)
j= 1,k+l−n;k+1,n

j

i=1,l 6= 0, det (bij)
j=k+l−n+1,k
i=l+1,n 6= 0 ïðè n− k ≤ l (5)

det (aij)
j=n−l+1,n

1

i=1,l 6= 0, det (bij)
j=1,n−l
i=l+1,n 6= 0 ïðè n− k ≥ l (6)

det (aij)
j=n,l
i=1,l 6= 0, det (bij)

j=l+1,n
i=l+1,n 6= 0 ïðè k ≤ l (7)

det (aij)
j=k−l+1,k
i=1,l 6= 0, det (bij)

j=1,k−l:k+1,n
i=l+1,n 6= 0 ïðè k ≥ l (8)

Îòìåòèì, ÷òî â êðàéíåì ñëó÷àå n− k = l óñëîâèÿ (5) è (7) ñîâïàäàþò.

Àíàëîãè÷íî. Â êðàéíåì ñëó÷àå k = l ñîâïàäàþò óñëîâèÿ (7) è (8).

Òåîðåìà 1. Åñëè [k, n − k]+ ≥ l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) è (7), òî ïðè

m = 2(n−l) ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êè (1)-(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæ-

íûì êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà d1 :=
∑n

i=l+1 [m− 1− κi]+.

Òåîðåìà 2. Åñëè [k, n − k]− ≥ l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6) è (8), òî ïðè

m = 2l ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êè (1)-(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì

êîíå÷íûì äåôåêòîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà d2 :=
∑n

i=l+1 [m− 1− κi]+.
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Äâà êðàéíèõ ïîäñëó÷àÿ èç òåîðåìû 1 è 2 îáúåäèíèì â îòäåëüíîé òåî-

ðåìå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà.

Òåîðåìà 3. Åñëè [k, n − k]+ = [k, n − k]− = l èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, n =

2k = 2l è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5) (èëè (6) è (7) (èëè (8)), òî ñèñòåìà ê.ô.

ïó÷êè (1)-(3) m-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì,

íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà [d1, d2]− â ñëó÷àå, åñëè ïî-êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî

i = 1, n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî κi > n − 1, è ñ íóëåâûì äåôåêòîì â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 îòìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå

[k, n− k]− < l < [k, n− k]+ (9)

êîòîðûé èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ è òåîðåìàõ 1-3. èñïîëüçóåìûé ìåòîä ðàñ-

ñóæäåíèé íå ïðîõîäèò èç-çà ïîêà íåïðåîäîëèìûõ òðóäíîñòåé. Óñëîâèå (9)

� ñëó÷àé ïó÷êà L(λ) ñ óñòîé÷èâîé ñèëüíîé íåðåãóëÿðíîñòüþ, òî åñòü òàêîé

ñèëüíîé íåðåãóëÿðíîñòüþ, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýô-

ôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé αijs èβijs.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (9) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãîóãîëüíèê M∆ ïó÷êà (1)-(3) êàñàåòñÿ ñòîðîí A′B′ è C ′D′ ìíîãîóãîëü-

íèêà M . Òîãäà åñëè m = [k, n− k]−, òî ñèñòåìà åãî ê.ô. m-êðàòíà ïîëíà â

L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèè Φ̃1(x, λ), . . . , Φ̃l(x, λ) ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ `(y, λ) = 0 óäîâëåòâîðÿùèìè ïîñëåäíèì

n − l êðàåâûì óñëîâèÿì (3), à ôóíêöèè Φ̃l+1(x, λ), . . . , Φ̃n(x, λ) ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè òîãî æå óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþùèìè

ïåðâûì l êðàåâûì óñëîâèÿì (2).

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèè θ̃1(λ), . . . , θ̃n(λ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ô.ñ.ð. óðàâ-

íåíèÿ `(y, λ) = 0.

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïó÷êà L(λ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
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(4). Òîãäà ïðè |λ| >> 1èìåþò ìåñòî îöåíêè

|θi(λ)| ≤ C(ε)|λ|m−
3
2−κi (10)

ãäå C(ε) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ε ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ:

1. â ñëó÷àå λ ∈ Π+
ε

1.1. ïðè n− k < l, i = l + 1, n è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5);

1.2. ïðè n − k = l, i = 1, n è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5) èëè (6) (óñëîâèÿ (5)

èëè (6) â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò);

1.3. ïðè n− k > l, i = 1, n è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6);

2. Â ñëó÷àå λ ∈ Π+−
ε

2.1. ïðè k < l, i = l + 1, nS è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7);

2.2. ïðè k = l, i = 1, n è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) èëè (8) (óñëîâèå (7) è (8)

â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò);

2.3. ïðè k > l, i = 1, n è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8).

Ëåììà 2. Åñëè λ ∈ Π+
ε è |λ| � 1, òî ïðè n− k 6 l âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó:

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n
i=1 κi

∣∣∣eλ∑k
ν=k+l+1−n ων

∣∣∣ , (11)

à ïðè n− k ≥ l è âûïîëíåíèè óñëîâèé (6) � îöåíêà ñíèçó

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n
i=1 κi

∣∣∣eλ∑n−l
ν=1 ων

∣∣∣ , (12)

ãäå C(ε) > 0 åñòü êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ε è îò ïàðàìåòðîâ

ïó÷êà L(λ).

Ëåììà 3. Åñëè |λ| >> 1, òî â ñëó÷àå 1) èç ëåììû 1, ò. å. êîãäà λ ∈ Π+
ε ,

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ïðè n− k < l, i = l + 1, n ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m−
3
2+
∑n
σ=1 κσ−κi

∣∣∣eλ∑k
ν=k+l+1−n ων

∣∣∣ (13)

2. ïðè n− k = l, i = l, n, n ñïðàâåäëèâà òà æå îöåíêà (13);
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3. ïðè n− k > l, i = l, l ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m−
3
2+
∑n
σ=1 κσ−κi

∣∣∣eλ∑n−l
ν=1 ων

∣∣∣ . (14)

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå λ ∈ Π+
ε ïðè n−k < l, i = l, l âìåñòî

îöåíêè (13) èìååò ìåñòî íå óëó÷øàåìàÿ îöåíêà ñâåðõó

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m−
3
2+
∑n
σ=1 κσ−κi

∣∣∣eλ∑k
ν=k+l−n ων

∣∣∣ ,
êîòîðàÿ íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â äàëüíåéøåì òðåáóåìûé äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà îñíîâíûõ òåîðåì íå áîëåå ÷åì ñòåïåííîé ðîñò ôóíêöèè |Θi(λ)|S. Àíà-

ëîãè÷íî îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå λ ∈ Π+
ε ïðè n− k > l, i = l + 1, n.

Ëåììà 4. Åñëè λ ∈ Π−ε è |λ| >> 1, òî ïðè k ≤ l è âûïîëíåíèè óñëîâèé (7)

èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó:

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n
i=1 κi

∣∣∣eλ∑n
ν=l+1 ων

∣∣∣ , (15)

à ïðè k >l è âûïîëíåíèè óñëîâèé (8) � îöåíêà ñíèçó

|∆(λ)| > C(ε)|λ|
∑n
i=1 κi

∣∣∣eλ(∑n−l
ν=k+1 ων+

∑k−l
ν=1 ων)

∣∣∣ . (16)

Ëåììà 5. Åñëè |λ| >> 1 , òî â ñëó÷àå 2) èç ëåììû 1, ò. å. êîãäà λ ∈ Π−ε ,

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ïðè k < l, i = l + 1, n ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m−
3
2+
∑n
σ=1 κσ−κi

∣∣∣eλ∑n
ν=l+1 ων

∣∣∣ ; (17)

2. ïðè k = l, i = 1, n ñïðàâåäëèâà òà æå îöåíêà (17);

3. ïðè k > l, i = 1, l ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m−
3
2+
∑n
σ=1 κσ−κi

∣∣∣eλ(∑n
ν=k+1 ων+

∑k−l
ν=1 ων)

∣∣∣ . (18)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = l îöåíêè (17) è (18) ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå 3. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå λ ∈ Π−ε ïðè k < l, i = 1, l âìåñòî

îöåíêè (17) èìååò ìåñòî íå óëó÷øàåìàÿ îöåíêà ñâåðõó

|∆i(λ)| 6 C(ε)|λ|m−
3
2+
∑n
σ=1 κσ−κi

∣∣∣eλ∑n
ν=l ων

∣∣∣ ,
êîòîðàÿ íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â äàëüíåéøåì òðåáóåìûé äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà îñíîâíûõ òåîðåì íå áîëåå ÷åì ñòåïåííîé ðîñò ôóíêöèè |Θi(λ)|. Àíà-
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ëîãè÷íî îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå λ ∈ Π−ε ïðè k > l, i = l + 1, n.

Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåì 1 è 2. Èññëåäóåì êðàòíóþ ïîë-

íîòó ñèñòåìû ê.ô. ïó÷êà

y(5)−(7+4i)λy(4)+(11+28i)λ2y′′′+(13−56i)λ3y′′+(32i−42)λ4y′+24λ5y, (19)

y(0) = y′(0) = y′′(0) = y(1) = y′(1) = 0. (20)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà n = 5, l = 3

ω1 = 1, ω2 = 2, ω3 = 4, ω4 = i, ω5 = 3i, (21)

ò. å. õàðàêòåðèñòèêè ëåæàò íà äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà, â êîëè÷å-

ñòâàõ k = 3 è n− k = 2.

Òàê êàê [k, n − k]+ = max{3, 2} = 3 = l, òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàòíîé

ïîëíîòû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü âû-

ïîëíåíèå óñëîâèé (5) è (7).

Ïîäñ÷èòàåì ïàðàìåòðû aij è bij. Èç âèäà êðàåâûõ óñëîâèé (20) è (2)�(3)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà

κ1 = 0, κ2 = 1, κ3 = 2, κ4 = 0, x5 = 1

α100 = α210 = 1, α201 = 0, α320 = 1, α311 = α302 = 0, β400 = β510 = 1, β501 = 0.

Òàêèì îáðàçîì

a1j = 1, a2j = ωj, a3j = ω2
j , b4j = 1, b5j = ωj, j = 1, 5,

ò.å

a11 = 1, a12 = 1, a13 = 1, a14 = 1, a15 = 1;

a21 = 1, a22 = 2, a23 = 4, a24 = i, a25 = 3i;

a31 = 1, a32 = 4, a33 = 16, a34 = −1, a35 = −9;

b41 = 1, b42 = 1, b43 = 1, b44 = 1, b45 = 1;

b51 = 1, b52 = 2, b53 = 4, b54 = i, b55 = 3i.

Ïðîâåðèì îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåé, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â óñëî-
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âèÿõ òåîðåìû 2, à èìåííî îïðåäåëèòåëåé (5) è (7):

det (aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a14 a15

a21 a24 a25

a31 a34 a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 i 3i

1 −1 −9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8− 4i 6= 0,

det (bij)
j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
=

∣∣∣∣∣∣ b42 b43

b52 b53

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1 1

2 4

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0,

det (aij)
j=1,l

i=1,l
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 4

1 4 16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6 6= 0,

det (bij)
j=l−1,n

i=l+1,n
=

∣∣∣∣∣∣ b44 b45

b54 b55

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1 1

i 3i

∣∣∣∣∣∣ = 2i 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà (19)�(20) âñå óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 1 âûïîëíåíû. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå m = 2(n − l) = 2(5 − 3) = 4

è

d1 = [m− 1− κ4]+ + [m− 1− κ5]+ = [3− 0]+ + [3− 1]+ = 3 + 2 = 5,

òî ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà ê.ô. ïó÷êà (19)�(20) 4-êðàòíî ïîëíà â

L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì íå áîëüøå 5.

Èññëåäóåì òåïåðü êðàòíóþ ïîëíîòó ñèñòåìû ê.ô. ïó÷êà, ïîðîæäåííîãî

òåì æå ä.â. (19), íî äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

y(0) = y(1) = y′(1) = y′′(1) = y′′′(1) = 0. (22)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà n = 5, l = 1 è õàðàêòåðèñòèêè òå æå, ÷òî è

äëÿ óæå ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà, à èìåííî (21), ò. å. õàðàêòåðèñòèêè ëåæàò

íà äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà, â êîëè÷åñòâàõ k = 3 è n− k = 2.

Òàê êàê [k, n− k]+ = min{3, 2} = 2 ≥ l = 1, òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàò-

íîé ïîëíîòû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2. Äëÿ ýòî íóæíî ïðîâåðèòü

âûïîëíåíèå óñëîâèé (6) è (8).
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Ïîäñ÷èòàåì ïàðàìåòðû aij è bij. Èç âèäà êðàåâûõ óñëîâèé (22) è (2)�(3)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà

κ1 = 0, κ2 = 0, κ3 = 1, κ4 = 2, κ5 = 3;

α100 = 1, β200 = β310 = 1, β301 = 0, β420 = 1, β411 = β402 = 0,

β530 = 1, β521 = β512 = β503 = 0.

Òàêèì îáðàçîì

a1j = 1, b2j = 1, b3j = ωj, b4j = ω2
j , b5j = ω3

j , j = 1, 5,

ò.å

a11 = 1, a12 = 1, a13 = 1, a14 = 1, a15 = 1;

b21 = 1, b22 = 1, b23 = 1, b24 = 1, b25 = 1;

b31 = 1, b32 = 2, b33 = 4, b34 = i, b35 = 3i;

b41 = 1, b42 = 4, b43 = 16, b44 = −1, b45 = −9;

b51 = 1, b52 = 8, b53 = 64, b54 = −i, b55 = −27i.

Ïðîâåðèì îòëè÷èå îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåé, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â óñëî-

âèÿõ òåîðåìû 2, à èìåííî îïðåäåëèòåëåé (6) è (8):

det (aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
= det (a15) = det(1) = 1 6= 0,

det (bij)
j=1,n−l
i=l+1,n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

b41 b42 b43 b44

b51 b52 b53 b54

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 4 i

1 4 16 −1

1 8 64 −i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −6 + 78i 6= 0,

det (aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
= det (a13) = det(1) = 1 6= 0,

det (bij)
j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b21 b22 b24 b25

b31 b32 b34 b35

b41 b42 b44 b45

b51 b52 b54 b55

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 i 3i

1 4 −1 −9

1 8 −i −27i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −24−68i 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà (19), (22) âñå óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 2 âûïîëíåíû. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå m = 2l = 2 · 1 = 2 è d2 =
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[m − 1 − κ1]+ = [1 − 0]+ = 1, òî ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà ê.ô.

ïó÷êà (19), (22) 2-êðàòíî ïîëíà â L2[0, 1] ñ âîçìîæíûì êîíå÷íûì äåôåêòîì

íå áîëüøå 1.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëè èçó÷åíû óñëîâèÿ n- è m-êðàòíîé (1 ≤ m ≤ n) ïîëíîòû

êîðíåâûõ ôóíêöèé ïó÷êà L(λ), ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæå-

íèåì (1) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2)�(3). Îïèñàííàÿ òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà ê

ñèëüíî íåðåãóëÿðíîìó ïó÷êó n-ïîðÿäêà ñ ðàñïàäàþøèìñÿ êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè â ñëó÷àå 1 < l < n−1 è áûëè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äâóêðàòíîé

ïîëíîòû. Áûëè ïîñòðîåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãîóãîëüíèêè àëãîðèòìîì

Äæàðâèñà ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ÌÀÒLÀÂ è ÌuÐÀD.
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