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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òðàäèöèîííî ïîñòðîåíèå ñïëàéíà ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïî-

ëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìû õîòè ïîñòðîèòü ñïëàéí 3 ñòåïåíè. Äèô-

ôåðåíöèðóåì ñïëàéí 2 ðàçà è äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â óçëîâûõ òî÷êàõ çà-

ïèñûâàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ

ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé, è ÷òîáû ðåøèòü ýòó ñèñòåìó, ïðèõîäèòñÿ äî-

áàâëÿòü îäíî èëè íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Îäíî èç íèõ áåðåòñÿ

â íà÷àëüíîé òî÷êå, äðóãîå â êîíå÷íîé òî÷êå îòðåçêà, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ

ñïëàéí.

Ïîñëå ýòîãî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ÷òî åñëè ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ âûáðà-

íû ïîäõîäÿùèì îáðàçîì, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé

ñïëàéí è äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè ñïðàâåäëèâà îöåíêà ÷åðåç ìîäóëü

íåïðåðûâíîñòè. Êðàåâûå óñëîâèÿ âûáèðàþò òàê, ÷òîáû ìàòðèöà ñèñòåìû

èìåëà ïðåîáëàäàþùóþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ñèñòåìû

íåâûðîæäåííàÿ, è ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàê êàê ìàòðèöà

ñèñòåìû èìååò ïðåîáëàäàþùóþ ãëàâíóþ äèàãîíàëü, òî íîðìà ìàòðèöû îòäå-

ëåíà îò íóëÿ è íîðìà îáðàòíîé ìàòðèöû îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ýòî ïîçâîëÿåò

ïîëó÷àòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ñïëàéíà è çàäà÷à îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñîåäèíåíû â îäíó çàäà÷ó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçäåëèòü ýòè çàäà÷è. Îòäåëüíî ðåøà-

åòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà. Òàêèõ ñïëàéíîâ ìîæíî

ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî è îíè çàâèñÿò îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðà-

ìåòðîâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû. Ïîñëå ýòîãî

ðåøàåòñÿ çàäà÷à âûáîðà ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿ-

öèè áóäåò ìàëåíüêîé. Òàêèì îáðàçîì öåëü ðàáîòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Óêàçàòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà, íå òðåáóþùèé

ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

2. Íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ ñïëàéíà, ïðè êîòîðûõ îöåíêè ïîãðåøíîñòè âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè è øàã ñåòêè.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå äàííîé ðàáîòû áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñïëàéíà, áàçèñíîãî

ñïëàéíà è îòìå÷åíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà è ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå äàííîé ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû äâîè÷íûå áàçèñíûå

ñïëàéíû â òåðìèíîëîãèè Äæ.Óîëøà, ñóùåñòâîâàíèå è ïîãðåøíîñòü.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàëèñü äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû, ïîëó÷åííûå

èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè Óîëøà. Áûë ïîñòðîåí èíòíðïîëÿöèîííûé ñïëàéí

âòîðîé ñòåïåíè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è íà ïðîìåæóòêå [0,1) ñ óçëàìè

èíòåðïîëÿöèè, ëåæàùèìè â òî÷êàõ ñêëåéêàõ, ÷òî äàâàëî íå î÷åíü õîðîøèé

ðåçóëüòàò ïîãðåøíîñòè.

Òàê æå, áûë ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé ÷åòâåðòûé ïàðàãðàô, â êîòîðîì ïðè-

âåäåíà èíôîðìàöèÿ î ìàòðèöàõ ñ ïðåîáëàäàþùåé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, êîòî-

ðûé íåîáõîäèì äëÿ òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé è è òàêîãî ðîäà ìàòðèöû èñïîëüò-

çóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ìû çàíèìàëèñü ïîñòðîåíèåì äâîè÷íîãî

áàçèñíîãî ñïëàéíà âòîðîé ñòåïåíè â óçëàõ èíòåðïîëèöèè, ëåæàùèõ ìåæäó

òî÷êàìè ñêëåéêè. Ïðèâîäèëèñü ÷èñëåííûå è ãðàôè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, à òàê

æå áûëè ïîëó÷åíû áîëåå õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè âû÷èñëåíèè ïîãðåøíîñòè,

çà ñ÷åò ïîäáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Øåñòîé ïàðàãðàô áûë ïîñâÿùåí îáçîðó äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ òðå-

òüåé ñòåïåíè, èõ ïîñòðîåíèþ, à òàê æå áûëè ïðèâåäåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 0.1. Ñïëàéí � ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ðàç-

áèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî îòðåçêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ îíà ñîâïàäàåò

ñ íåêîòîðûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì). Ìàêñèìàëüíàÿ èç

ñòåïåíåé èñïîëüçîâàííûõ ïîëèíîìîâ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ñïëàéíà. Ðàç-

íîñòü ìåæäó ñòåïåíüþ ñïëàéíà è ïîëó÷èâøåéñÿ ãëàäêîñòüþ íàçûâàåòñÿ

äåôåêòîì ñïëàéíà.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Ñïëàéí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëèðóþùèé, åñëè

S(m,r)(xk) = f(xk), (0.1)

ãäå f(x) - íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ xk.
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè ÷åðåç èìåþùèåñÿ òî÷êè òàêîé ïîëè-

íîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòåïåíü ïîëè-

íîìà áûëà íà 1 ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî óñëîâèé.

Â ðàáîòå Äæ. Óîëøà ¾Òåîðèÿ ñïëàéíîâ è åå ïðèëîæåíèÿ¿ ðàññìàòðèâàëàñü

òðàäèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î áàçèñíûõ ñïëàéíàõ - òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-

íèè è åäèíñòâåííîñòè ñïëàéíà. Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ âûáèðàëèñü

äî ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå, ýòîò âîïðîñ áûë ðàçäåëåí. Ñíà÷à-

ëà ìû ïîñòðîèëè ñïëàéí, à ïîòîì âûáèðàëè óñëîâèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïîãðåøíîñòü áûëà ìèíèìàëüíà.

1 Áàçèñíûå ñïëàéíû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû áàçèñíûå ñïëàéíû êàê ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè.

Èìåííî òàê áûëè îïðåäåëåíû áàçèñíûå ñïëàéíû ïåðâîíà÷àëüíî.

2 Áàçèñíûå ñïëàéíû êàê ñâåðòêà ôóíêöèé.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû áàçèñíûå ñïëàéíû, ââåäåíâûå â 1983ã. Ñòðåì-

áåðãîì.

3 Èíòåðïîëÿöèîííûå êëàññè÷åñêèå ñïëàéíû 2-é ñòåïåíè, ñóùå-

ñòâîâàíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå ñïëàéíû 2-é ñòåïåíè. Äàåòñÿ

îïðåäåëåíèå ñïëàéíà 2-é ñòåïåíè, óêàçûâàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåðïî-

ëÿöèîííîãî ñïëàéíà 2-é ñòåïåíè è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè

ñïëàéíà. Äîêàçàíû òàêæå òåîðåìû îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èí-

òåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñïëàéí S(x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñïëàéíîì âòî-

ðîé ñòåïåíè ñ ïåðèîäîì (b− a), èíòåðïîëèðóþùèì ôóíêöèþ f íà ñåòêå δ,

åñëè:

1.S2(x+ b− a) = S2(x),−∞ < x < +∞
2. S2 èìååò íåïðåðûâíûå ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå íà âñ¼ì îòðåçêå

[a, b] è S2
′′(x) = Sk

′′(x) ïðè (xk−1 + xk) /2 6 x 6 (xk + xk+1) /2, ãäå Sk
′′ -

êîíñòàíòû, k = 1, 2, ..., n, xn+1 = b− a+ x1 − x0
3. S2 (xk) = f (xk) , k = 0, 1, . . . , n.

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f(x) n + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà

4



è å¼ (n+ 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðèðóåìà. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

f(x) =
n∑
k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)k +

1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)ndt

Ïîëîæèì

hh = xk+1 − xk, k = 0, 1, . . . , n

f(xk, xk+1) =
f(xk+1)−f(xh)

hk

f(xk−1, xk, xk+1) =
f(xh,xk+1)−f(xh−1,xh)

hk−1+hk

Òàê êàê ëþáàÿ ñïëàéí-ôóíêöèÿ S(x) ïîðÿäêà n äåôåêòà 1 ïðåäñòàâèìà â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé, ìîæåì ïðåäñòàâèòü S2 â âèäå:

S2(a) = S2(a) + S ′2(a)(x− a) +
∫ x

0

(x− t)S ′′2 (t)dt (3.1)

è ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå S2 (xk−1, xk, xk+1) = f (xk−1, xk, xk+1),

k = 1, 2, ..., n. Òîãäà

hk−1

hk−1+hk
S ′′k−1 + 3S ′′k +

hk
hk−1+hk

S∗k+1 = 8f
(
xk−1, xk, x

′′
k+1

)
k = 1, 2, . . . , n, S ′′0 = S ′′n, S

∗
n+1 = S∗1

(3.2)

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (3.2) îáëàäàåò äîìèíèðóþùåé ãëàâíîé

äèàãîíàëüþ, îòñþäà, ìîæåì çàêëþ÷èòü ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå. Íåèçâåñòíûå S2(a) è S ′2(a) ìîæíî íàéäè èç óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî äëÿ n > 1 ïåðåîäè÷åñêèé ñïëàéí âòîðîé ñòå-

ïåíè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.

4 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè

Òåîðåìà 4.1. Åñëè ïåðåîäè÷åñêèé ñïëàéí S2(x) âòîðîé ñòåïåíè èíòåðïî-

ëèðóåò â óçëàõ ñåòêè (1.3) íåïðåðûâíóþ ïåðåîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(x) ñ ïå-

ðèîäîì b− a è σ = maxhk, òî

‖f(x)− S2(x)‖ = max
q∈x6β

|fi(x)− S2(x)| 6 ω(δ, f) + δL, (4.1)

ãäå L = 8 maxa6h6n−1 h
−1
k ω(hk, f)

Òåîðåìà 4.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì b − a èìååò íåïðåðûâíóþ
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ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, òî

‖f (i)(x)− S(i)
2 (x)‖ 6 Kiδ

1−iω(δ, f ′) (i = 0, 1) (4.2)

ãäå K0 = 8, 5;K1 = 17.

5 Äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû âòîðîé ñòåïåíè

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ïàðàãðàôà â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ áà-

çèñíûõ ñïëàéíîâ êîòîðûå íàçâàíô äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè

Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà.

Ïóñòü If(x) =
x∫
0

f(t) dt� îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, rn(t) = sign sin 2nt -

ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, W2n−1(x) =
∏n−1

k=0 rk(x) - ôóíêöèè Óîëøà.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ôóíêöèþ

ψ =

(4I)2W3(x), x ∈ [0, 1],

0, x /∈ [0, 1]
(5.1)

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì 2-é ñòåïåíè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Óîëøà Wi(x), ãäå i îïðåäåëÿåòñÿ êàê 2k − 1 è ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñêî ïåðèîäîâ â ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà. Áóäåì ñòðîèòü

äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí äâàæäû èíòåãðèðóþ ôóíêöèþ W3(x).

6 Èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí 2-é ñòåïåíè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé

Íåîáõîäèìî äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ (5.1), äëÿ ýòîãî çàïèøåì åå

â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕ(x) =


8x2, x ∈

[
0, 14
]

−8x2 + 8x− 1, x ∈
[
1
4 ,

3
4

]
8x2 − 16x+ 8, x ∈

[
3
4 , 1
] (6.1)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó:

ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1], xk = k
n(k = 0, n) - ðàâíîìåðíàÿ ñåòê íà

[0, 1]. ×åðåç S(x) îáîçíà÷èì èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí âòîðîé ñòåïåíè, ñîâ-

ïàäàþùèé ñ f(x) â óçëàõ xk, êîòîðûé áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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(-1) øàã.

Ïóñòü M0 ∈ R ïðîèçâîëüíî. Ïîëîæèì S−1(x) = −M0

n ϕ
(
x+ 3

n

)
. Â ýòîì

ñëó÷àå S ′−1(0) =M0.

0-é øàã.

Îïðåäåëèì S0(x) ðàâåíñòâîì

S0(x) = S−1(x) + ϕ

(
x− 2

n

)(
f

(
0

n

)
− S−1

(
0

n

))
(6.2)

Â ýòîì ñëó÷àå S0(0) = f(0), S ′0(0) =M0.

Äàëåå, ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì k - é øàã.

(1 6 k 6 n)

Sk(x) = Sk−1(x) + 2ϕ

(
x− k − 1

n

)(
f

(
k

n

)
− Sk−1

(
k

n

))
(6.3)

Ïîñëå k - ãî øàãà, Sk
(
j
n

)
= f

(
j
n

)
, (j = 1, 2, . . . , k)

È, òåïåðü ïîëîãàåì S(x) = Sn(x). Î÷åâèäíî, ÷òî S(x) èíòåðïîëèðóåò ôóíê-

öèþ f(x) â óçëàõ ñåòêè xk =
k
n (k = 0, 1, . . . , n), è S ′(0) =M0. �

Òåîðåìà 6.1. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ψ
(
x− n

4

)
(n > −3, n 6= −1) îáðàçó-

åò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Q2[0,+∞)

Òåîðåìà 6.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå (−∞,+∞).

Òîãäà, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí âòîðîé ñòåïåíè, êî-

òîðûé áóäåò èíòåðïîëèðîâàòü çàäàííóþ ôóíêöèþ f(x) â òî÷êàõ x = k
4 .

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî

ñïëàéíà:

S−n(x) = S−n+1(x) + cnψ(x+
n+ 1

4
), c−n =

f(−n+1
4 )− S−n+1(

−n−1
4 )

ψ(x+ n
4 )

, (6.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèëè äâîè÷íûå áàçèñíûå ñïëàéíû íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé. �

7 Èíòåðïîëÿöèÿ äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè âòîðîé ñòå-

ïåíè ñ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, ëåæàùèìè â òî÷êàõ ñêëåéêè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó:
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ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1], xk = k
n(k = 0, n) - ðàâíîìåðíàÿ ñåòê íà

[0, 1]. ×åðåç S(x) îáîçíà÷èì èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí âòîðîé ñòåïåíè, ñîâ-

ïàäàþùèé ñ f(x) â óçëàõ xk, êîòîðûé áóäåì ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(-1) øàã.

Ïóñòü M0 ∈ R ïðîèçâîëüíî. Ïîëîæèì S−1(x) = −M0

n ϕ
(
x+ 3

n

)
. Â ýòîì

ñëó÷àå S ′−1(0) =M0.

0-é øàã.

Îïðåäåëèì S0(x) ðàâåíñòâîì

S0(x) = S−1(x) + ϕ

(
x− 2

n

)(
f

(
0

n

)
− S−1

(
0

n

))
(7.1)

Â ýòîì ñëó÷àå S0(0) = f(0), S ′0(0) =M0.

Äàëåå, ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

k - é øàã.

(1 6 k 6 n)

Sk(x) = Sk−1(x) + 2ϕ

(
x− k − 1

n

)(
f

(
k

n

)
− Sk−1

(
k

n

))
(7.2)

Ïîñëå k - ãî øàãà, Sk
(
j
n

)
= f

(
j
n

)
, (j = 1, 2, . . . , k)

È, òåïåðü ïîëîãàåì S(x) = Sn(x). Î÷åâèäíî, ÷òî S(x) èíòåðïîëèðóåò ôóíê-

öèþ f(x) â óçëàõ ñåòêè xk =
k
n (k = 0, 1, . . . , n), è S ′(0) =M0. �

8 Èíòåðïîëÿöèÿ äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè âòîðîé ñòåïå-

íè ñ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, ëåæàùèìè ìåæäó òî÷êàìè ñêëåéêè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíà ðåêóðñèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ èíòåðïîëÿöèîííî-

ãî ñïëàéíà 2-é ñòåïåíè, óçëû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó óçëàìè

èíòåðïîëÿöèè.

Ïîñòðîèì ñïëàéí ðåêóðñèâíî.

-1-é øàã) Îïðåäåëÿåì S−1(x) òàê, ÷òîáû S
′
−1(0) = f ′(0). Äëÿ ýòîãî ïîëàãàåì

S−1(x) = f ′(0)
ϕ(x+ 3

n)

ϕ′( 1n)

0-é øàã)Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî m0 è ñòðîèì S0(x) òàê, ÷òîáû S0(0) = m0.
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Äëÿ ýòîãî ïîëàãàåì

S0(x) = S−1(x) + (m0 − S−1(0))ϕ(x+
2

n

k-é øàã) Îïðåäåëèì ñïëàéí S(x) íà
[
k−1
n , kn

]
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sk(x) = Sk−1(x) +
ϕ(x− k−1

n )

ϕ( 1
2n)

(
f
(k − 1

2

n

)
− Sk−1(

k − 1
2

n
)

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå

Sk(
k − 1

2

n
) = f(

k − 1
2

n
)k = 1, 2, ..., n,

ò.å. ìû èíòåðïîëèðóåì f(x) â ñåðåäèííûõ òî÷êàõ îòðåçêîâ
[
k−1
n , kn

]
.Âûâîä:

xk =
k
n - ýòî òî÷êè ñêëåéêè, 1

2(
k−1
n + k

n) - ýòî òî÷êè èíòåðïîëÿöèè.

Òåîðåìà 8.1. Çíà÷åíèå S(1) ëèíåéíî çàâèñèò îò m0.

Áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü f èìååò íà îòðåçêå [0, 1] íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è

m0 âûáðàíî òàê, ÷òî S(1) = f(1). Òîãäà

|f ′(x)− S ′(x)| ≤ 3ω 1
n
(f ′) + 2ω 2

n
(f ′) (8.1)

.

Ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà |f(x)− S(x)| ≤ 7
nω 1

n
(f ′).

Çàìå÷àíèå: Â [1], ñòð.275 áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè

|f ′ − S ′| ≤ 17ω 1
n
(f ′)

êîðîòàÿ â 2 ðàçà õóæå, ÷åì â (5.14). Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (8.1) ïîëó÷åíà èíûì

ìåòîäîì, íåæåëè â [1], ñòð.275.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïëàéíà ñ òàêîé ïîãðåøíîñòüþ âûáåðåì íà÷àëüíîå óñëîâèå

S(0) = m0. m0 íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà

îêàçàëîñü S(1) = f(1). Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

ìåæäó S(1) è m0. Ò.å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî S(1) = Am0 + B, â êîòîðîì A

è B íåèçâåñòíû. ×òîáû íàéòè A è B çàïóñêàåì ïðîãðàììó ñ äâóìÿ ðàçíûìè

çíà÷åíèÿìè m0 = m01 è m0 = m02. Ïîëó÷àåì íà âûõîäå äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ

S(1) = S01 è S(1) = S02. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ A è B. Ïîñëå
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ýòîãî èùåì m0 òàê, ÷òîáû f(1) = Am0 +B, ò.å. m0 = (S(1)?B)/A.

9 Äâîè÷íûå Èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû 3-é

Äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí ψ(x) 3-é ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ψ(x) =
(
22I
) (

23I
)2
W7(x),

ãäå (If)(x) =
∫ x
0 f(t)dt - îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, W7 - ôóíêöèÿ Óîëøà.

Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ(x) = ϕ
(
n
8x
)
,

n ∈ N. ßñíî, ÷òî ψ =
[
0, 8n
]
. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâîè÷íîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà

òðåòüåé ñòåïåíè íåîáõîäèìî çíàòü ïåðâóþ è âòîððóþ ïðîçâîäíóþ, à òàê æå

çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå 0.

Èììåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèå ñïëàéíà:

Sk(x) := Sk−1(x) +
ψ
(
x− k−1

n

)
ψ
(
1
n

) (
f

(
k

n

)
− Sk−1

(
k

n

))
⇒ Sk

(
k

n

)
= f

(
k

n

)
Ïîñëå n-ãî øàãà ïîëó÷àåì èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Sn òðåòüåé ñòåïåíè

äåôåêòà 2. Îí çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ m1 è m2.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü f(x) èìååò íà [0, 1] íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîä-

íóþ. Ïàðàìåòðû m2 è m1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

1) |f ′′(x)− S ′′n(x)| ≤ 5ω (h, f ′′)

2) |f ′(x)− S ′n(x)| ≤ 5hω (h, f ′′)

3) |f(x)− Sn(x)| ≤ 5
2h

2ω (h, f ′′) , h = 1
n

Óêàæåì, êàê ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòðû m2 è m1 â ñëó÷àå, êîãäà f èìååò

íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü f(x) èìååò íà [0, 1] íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîä-

íóþ. Âûáåðåì m2 = f ′′(0). Îòîáðàæåíèå m1 7→ S ′′(1) ëèíåéíî.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ m1:

1) Âûáèðàåì äâà çíà÷åíèÿ m1 è m̃1 áëèçêèå ê f
′(0).

2) Âû÷èñëÿåì S ′′(1) S̃ ′′(1) è ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ.

3) Çàïèñûâàåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (m1, S
′′(1)) è

m̃1, S̃ ′′(1)
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4) Íàõîäèì íà ýòîé ïðÿìîé òî÷êó ñ îðäèíàòîé f ′′(1) è âû÷èñëÿåì ñîîòâåò-

ñòâóþùåå çíà÷åíèå m1.

5)Ðåøàåì çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè

S ′′(0) = f ′′(0), S ′(0) = m1, S(0) = f(0)

.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ

ñïëàéíîâ 2-é è 3-é ñòåïåíè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîè÷íûõ

áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.

1. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ íå

òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ñïëàéíîâ, èí-

òåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèþ â óçëîâûõ òî÷êàõ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Êàæäûé òàêîé ñïëàéí îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè.

Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè ðàçëè÷íà.

2. Óêàçàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííûé ñïëàéí

èìååò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

äàæå íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ âëå÷åò óâåëè÷åíèå ïîãðåøíîñòè

âáëèçè êîíå÷íîé òî÷êè îòðåçêà èíòåðïîëÿöèè.

3. Äëÿ ñïëàéíîâ 2-é ñòåïåíè ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè îêàçàëèñü â

2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì èçâåñòíûå ðàíåå.

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîä-

õîäà. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ áûëà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà

Jframe ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áûëè ïîñòðîåíû âñå ãðàôèêè â äàííîé ðàáîòå.

Êîä, ïðåäñòàâëåííûé â ïðèëîæåíèè íàïèñàí íà ÿçûêå Java8.

5. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû

ëþáîé ñòåïåíè. Òðóäíîñòè ìîãóò áûòü òîëüêî ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè èí-

òåðïîëÿöèè.
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