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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Êàê èçâåñòíî,

îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà èëè ìàêñè-

ìóìà çàäàííîé ôóíêöèè. Òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò öåëåâîé. Êàê ïðàâèëî,

ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò íåêîòîðûõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Â îïòèìèçàöèîí-

íûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî (ìàêñèìàëüíîãî) çíà÷åíèÿ. Â ñëó-

÷àå åñëè ôóíêöèè èìååò íåñêîëüêî ýêñòðåìóìîâ, òî íàõîæäåíèå ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà âìåñòî ãëîáàëüíîãî íàçûâàåòñÿ ïðåæäåâðåìåííîé ñõîäèìîñòüþ.

Ïîìèìî ïðîáëåìû ïðåæäåâðåìåííîé ñõîäèìîñòè ñóùåñòâóåò è äðóãàÿ ïðîáëå-

ìà � âðåìÿ ïðîöåññà âû÷èñëåíèé. Çà÷àñòóþ áîëåå òî÷íûå îïòèìèçàöèîííûå

ìåòîäû ðàáîòàþò î÷åíü äîëãî.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè, ñ êîòîðîé ìû ñòîëêí¼ìñÿ â ðàáîòå, èìååò áîëåå,

÷åì òðåõñîòëåòíþþ èñòîðèþ, íî ïðè ýòîì ïåðâûå ðåçóëüòàòû â å¼ ðåøåíèè

ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ îòíîñèòåëüíî íåäàâíî. Äàííàÿ çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå ¾çà-

äà÷à î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ¿.

Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-

ëî øàðîâ îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè ìîæíî

ðàñïîëîæèòü â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n òàê, ÷òîáû âñå îíè êàñàëèñü îä-

íîãî öåíòðàëüíîãî øàðà òàêîãî æå ðàäèóñà?

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n = 2 çàäà÷à òðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âñåãî ëèøü 6 îêðóæíîñòåé ìîæíî ðàñïîëî-

æèòü âîêðóã îäíîé òàêîé æå, ïðè÷¼ì ýòî ðàñïîëîæåíèå âîçìîæíî ëèøü òîãäà,

êîãäà êàæäàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äâóõ äðóãèõ. Íî óæå äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ðàçìåðíîñòè n = 3 çàäà÷à îêàçàëàñü íàìíîãî ñëîæíåå. Äâåíàäöàòü øàðîâ ìî-

ãóò ðàñïîëàãàòüñÿ â âåðøèíàõ èêîñàýäðà, ïðè÷¼ì â òàêîì ñëó÷àå øàðû äàæå

íå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Íî âîçìîæíî ëè íàéòè ðàñïîëîæåíèå òðèíàäöàòè

øàðîâ èëè äàæå áîëüøå? Ýòîò âîïðîñ ñòàë ïðåäìåòîì îäíîãî çíàìåíèòîãî

ñïîðà, êîòîðûé ïðîèçîø¼ë â 1694 ãîäó ìåæäó øîòëàíäñêèì ó÷åíûì Äýâèäîì

Ãðåãîðè è Èñààêîì Íüþòîíîì. Èìåííî Èñààê Íüþòîí ïåðâûé ïîêàçàë, êàê

ìîæíî ðàñïîëîæèòü 12 øàðîâ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îí òàêæå óòâåð-

æäàë, ÷òî áîëüøå øàðîâ ðàñïîëîæèòü íåëüçÿ, à Ãðåãîðè âîçðàæàë òåì, ÷òî
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âîçìîæíî ðàñïîëîæåíèå è òðèíàäöàòè øàðîâ. Äýâèä Ãðåãîðè ïðîèçâ¼ë âû-

÷èñëåíèÿ è îáîáùèë îöåíêó ñâåðõó íà êîëè÷åñòâî øàðîâ, ïîñ÷èòàâ ïëîùàäü

ñôåðè÷åñêîé øàïî÷êè, êîòîðóþ çàíèìàåò îäèí øàð, à çàòåì ïîäåëèë ïëîùàäü

îäíîãî öåíòðàëüíîãî øàðà íà ýòî çíà÷åíèå. Îòâåò áûë ïî÷òè 15, ïîýòîìó ýòî

äàëî âåðõíþþ îöåíêó â 14 øàðîâ. Îêîí÷àòåëüíî èõ ñïîð ðàçðåøèëñÿ ëèøü

ñïóñòÿ 200 ëåò â 1953 ãîäó. È Íüþòîí îêàçàëñÿ ïðàâ.

Ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó ìû áóäåì ñ ïîìîùüþ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ,

êîòîðûå ÷àñòî ïðèìåíÿþò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, îñîáåííî â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðåøåíèé, ëèáî

æå ýòè àëãîðèòìû íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû â ïåðâóþ î÷åðåäü îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî çàäà÷à

î êîíòàêòíîì ÷èñëå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â òåõíèêå ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìà-

öèè íà ðàññòîÿíèÿ. Äàæå ñåé÷àñ, åñëè âû ÷èòàåòå ýòó ðàáîòó â ýëåêòðîííîì

âàðèàíòå, òî, âåðîÿòíåå âñåãî, âû èñïîëüçóåòå ðåøåíèå çàäà÷è â âîñüìèìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîìèìî ýòîãî, àêòóàëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ åù¼ è òåì,

÷òî çàäà÷à î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ ïëîõî èçó÷åíà. Êàê ãîâîðèëîñü ðà-

íåå, ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè çàäà÷è íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ îòíîñèòåëüíî

íåäàâíî. Òàêæå, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ãåíåòè÷åñêèå

àëãîðèòìû, êîòîðûå, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ìîùíûì, íî ïîêà åù¼

íåäîñòàòî÷íî-èçó÷åííûì èíñòðóìåíòîì â ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Îä-

íàêî óæå ñåé÷àñ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â îïòèìèçàöèè

çàïðîñîâ áàç äàííûõ, íàñòðîéêå è îáó÷åíèè èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé,

áèîèíôîðìàòèêå è ò.ä.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ â

ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé. À â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ìû áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, êàê ýôôåêòèâíûé ìåòîä.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� èçó÷èòü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-

ìàõ;

� ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû â ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà;

� èññëåäîâàòü çàäà÷ó î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ;

� èçó÷èòü ïîñëåäíèå ìåòîäèêè îöåíèâàíèÿ êîëè÷åñòâà øàðîâ äëÿ ðàçëè÷-

íûõ ïðîñòðàíñòâ;
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� íàó÷èòüñÿ ïðèìåíÿòü ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î

êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñ-

ïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðó-

åòñÿ öåëü ðàáîòû è ìåòîäû äîñòèæåíèÿ öåëè.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà-

÷åíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ, à òàêæå èçó÷àþòñÿ ðàçíî-

âèäíîñòè îïåðàòîðîâ è èõ âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû � ýòî ìåòîäû ïîèñêà, êîòîðûå ïðèìåíÿþò

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Äàííûå àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ïðèíöèïàõ

åñòåñòâåííîãî îòáîðà ×àðëçà Äàðâèíà. Â íèõ èñïîëüçóþòñÿ àíàëîã ìåõàíèçìà

ãåíåòè÷åñêîãî íàñëåäîâàíèÿ è àíàëîã åñòåñòâåííîãî îòáîðà, à òàêæå ñîõðàíÿ-

åòñÿ áèîëîãè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ â óïðîùåííîì âèäå è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ïóñòü çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò îáùèé âèä

max{f(x) : x ∈ X},

ãäå ìíîæåñòâî X � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé.

Õðîìîñîìà � âåêòîð èç êàêèõ-ëèáî ÷èñåë. Êàæäûé ýëåìåíò õðîìîñîìû

íàçûâàåòñÿ ãåíîì.

Îñîáü (èíäèâèäóóì, ãåíåòè÷åñêèé êîä) � íàáîð õðîìîñîì, êîòîðûé ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ξ. Â çàäà÷àõ, ãäå âñå îñîáè ñîñòîÿò ëèøü èç îäíîé

õðîìîñîìû, ïîíÿòèÿ îñîáü è õðîìîñîìà ñ÷èòàþò èäåíòè÷íûìè ïîíÿòèÿìè.

Êàæäîé îñîáè ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X.

Ïîïóëÿöèÿ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îñîáåé. Ïîïóëÿöèþ ïîêîëåíèÿ t ≥ 0,

êîòîðàÿ ñîäåðæèò N îñîáåé, áóäåì îáîçíà÷àòü Πt = (ξ1,t, ξ2,t, . . . , ξN,t).

Ñêðåùèâàíèå (êðîññîâåð) � îïåðàöèÿ, ïðè êîòîðîé äâå îñîáè îáìåíè-

âàþòñÿ ÷àñòÿìè ñâîèõ õðîìîñîì.

Ìóòàöèÿ � ñëó÷àéíîå èçìåíåíèå êàêîãî-òî êîëè÷åñòâà ãåíîâ â õðî-

ìîñîìå îñîáè. Ê ïðèìåðó èç îñîáè 100101 ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ 100100 ïóò¼ì
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ìóòàöèè ïîñëåäíåãî ãåíà.

Ñåëåêöèÿ (îòáîð) � îïåðàòîð âûáîðà îñîáåé, êîòîðûå áóäóò ó÷àñòâî-

âàòü â ñîçäàíèè ïîòîìêîâ äëÿ ñëåäóþùåé ïîïóëÿöèè, òî åñòü äëÿ î÷åðåäíîãî

ïîêîëåíèÿ.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (ôèòíåññ-ôóíêöèÿ) � ôóíêöèÿ, ýêñòðåìóì êîòîðîé

ñëåäóåò íàéòè â öåëÿõ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Ó òàêîé

ôóíêöèè ìîãóò áûòü êàê ëîêàëüíûå, òàê è ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû.

Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ãåíå-

òè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ âìåñòî öåëåâîé ôóíêöèè f . Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííî-

ñòè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê Φ(ξ) = φ(f(x(ξ))), ãäå x � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïî-

ñòàâëÿåò êàæäîé îñîáè ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X, φ � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå ñïåöèôèêè êàæäîé

êîíêðåòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè ìî-

æåò áûòü âûáðàíà è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x(ξ)), åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà.

Ýòî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñ êîòîðûìè ìû ñòîëêí¼ìñÿ â ðàìêàõ ïîñòðîåíèÿ

ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ñõåìó ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèò-

ìà:

� 1. Ãåíåðèðóåì íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ èç N îñîáåé.

� 2. Âû÷èñëÿåì äëÿ êàæäîé îñîáè çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè.

� 3. Âûáèðàåì ïàðó îñîáåé-ðîäèòåëåé ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ìåòîäîâ îò-

áîðà.

� 4. Âûïîëíÿåì ñêðåùèâàíèå äâóõ ðîäèòåëåé ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ

pc, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîëó÷àåì äâóõ ïîòîìêîâ.

� 5. Ïðîâîäèì ìóòàöèþ îñîáåé ñ âåðîÿòíîñòüþ pm.

� 6. Ïîâòîðÿåì øàãè 3�5, ïîêà íå áóäåò ñãåíåðèðîâàíî íîâîå ïîêîëåíèå

ïîïóëÿöèè, ñîäåðæàùåå íóæíîå íàì êîëè÷åñòâî îñîáåé.

� 7. Ïîâòîðÿåì øàãè 2�6, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò óñòàíîâëåííûé êðèòå-

ðèé îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèòåðèè îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà. Òàêèì êðèòåðè-

åì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ äîñòàòî÷íàÿ òî÷íîñòü äëÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, çà-

äàííîå êîëè÷åñòâî ïîêîëåíèé, ëèáî ñõîæäåíèå ïîïóëÿöèè. Ïîä ñõîæäåíèåì

îáû÷íî ïîíèìàþò ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè, ïðè êîòîðîì âñå îñîáè èìåþò ïî÷òè
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îäèíàêîâûå õðîìîñîìû è íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè ýêñòðåìóìà öåëåâîé ôóíêöèè.

Â òàêîì ñëó÷àå îñîáü, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ìóòàöèè, âåðîÿòíåå âñåãî íå

ïîïàäåò â ñëåäóþùóþ ïîïóëÿöèþ, ïîñêîëüêó áóäåò èìåòü çíà÷åíèå ôóíêöèè

ïðèñïîñîáëåííîñòè õóæå, ÷åì âñå îñòàëüíûå îñîáè. Ñêðåùèâàíèå îñîáåé â

òàêîì ñëó÷àå ïî÷òè íèêàê íå èçìåíèò ïîïóëÿöèþ, ïîñêîëüêó ïîòîìêè ïðàê-

òè÷åñêè íå áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ñâîèõ ðîäèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, ñõîæäåíèå

îáû÷íî çíà÷èò, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèáî ëîêàëüíûì, ëèáî ãëî-

áàëüíûì ýêñòðåìóìîì.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîíòàêòíîì ÷èñëå è

ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ñâåðõó äëÿ êîëè÷åñòâà øàðîâ.

Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à î êîíòàêòíîì ÷èñëå ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîå

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàðîâ îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóò-

ðåííîñòÿìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n òàê, ÷òîáû

âñå îíè êàñàëèñü îäíîãî öåíòðàëüíîãî øàðà òàêîãî æå ðàäèóñà?

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé óäîáíî ïîëîæèòü ðàäèóñ øàðîâ ðàâíûì

åäèíèöå, ÷òî, î÷åâèäíî, íèêàê íå ïîâëèÿåò íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàðîâ,

ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ðàäèóñà öåíòðàëüíîãî øàðà ê ðàäèóñó ëþáîãî èç êàñà-

þùèõñÿ åãî øàðîâ îñòà¼òñÿ îäèíàêîâûì. Òàêæå, íå íàðóøàÿ óñëîâèé çàäà÷è,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàø öåíòðàëüíûé øàð èìååò öåíòð â íà÷àëå ñèñòåìû êî-

îðäèíàò.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Rn è

åäèíè÷íîé ñôåðû S = Sn−1 ⊂ Rn. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

øàðîâ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè è êàñàþ-

ùèõñÿ íàøåãî öåíòðàëüíîãî øàðà S, îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàíñòâî B. Ïóñòü

P = P (B) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê (åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ) S, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ïðîåêöèÿìè íà S öåíòðîâ øàðîâ èç B. Èç òîãî, ÷òî âíóòðåííîñòè øàðîâ íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäóåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äëÿ âåêòîðîâ èç P : óãîë ìåæäó

äâóìÿ ëþáûìè âåêòîðàìè ~x, ~y ∈ P (~x 6= ~y) íå ìåíüøå 60◦ èëè
π

3
. Çíà÷èò, ÷òî

äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåðíî ~x~y ≤ 1

2
. Òîãäà êîíòàêòíîå ÷èñëî øàðîâ

τ ðàâíî íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà P ïðè óñëîâèè, ÷òî

−1 ≤ ~x~y ≤ 1

2
, ~x, ~y ∈ P, ~x 6= ~y.
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Ýòî îñíîâíàÿ ÷àñòü, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ îáùåãî ïîíèìàíèÿ òîãî,

èñõîäÿ èç ÷åãî ìû áóäåì ñòðîèòü ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ ãåíåòè-

÷åñêîãî àëãîðèòìà. Íî òàêæå ñòîèò îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî äëÿ çàäà÷è î

êîíòàêòíîì ÷èñëå ñóùåñòâóåò ñïîñîá îöåíèâàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà

øàðîâ ñâåðõó � ìåòîä Äåëüñàðòà. Ïîäðîáíåå î íåì ìû ðàññêàæåì óæå â ñàìîé

ðàáîòå.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ðåøåíèþ çàäà÷è î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ

â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé ñ ïîìîùüþ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-

ìîâ.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à î êîíòàêòíîì ÷èñëå óæå ðåøåíà â íåêîòîðûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ, òî ìû ïîïûòàåìñÿ òàêæå ðåøèòü ýòó çàäà÷ó â äàííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. È â ñëó÷àå óñïåõà, ìû ïðèìåíèì íàø àëãîðèòì è â ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå

çàäà÷à ïîêà íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïîä òî÷íûì ðåøåíèåì òóò ïîíèìà-

åòñÿ îäèíàêîâûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè äëÿ êîëè÷åñòâà øàðîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ python.

Íà âõîä ïðîãðàììå ïîäàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà: m.

Âûõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ: êîëè÷åñòâî øàðîâ, êîòîðîå

óäàëîñü ðàñïîëîæèòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàííîé ðàçìåðíîñòè; íàáîð âåêòîðîâ,

ïðåäñòàâëÿþùèé ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.

Îðãàíèçîâûâàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñî-

áàìè, è â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëè ïîñòðîåíû êàê êëàññè÷åñêèå ãåíåòè÷å-

ñêèå àëãîðèòìû, òàê è èõ ìîäèôèêàöèè. Â ïîëíîé ðàáîòå áóäóò ïîêàçàíû

ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, íî çäåñü æå ìû îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì ëèøü òîãî àë-

ãîðèòìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî è áûëè ïîëó÷åíû îñíîâíûå ðåøåíèÿ.

Îðãàíèçîâûâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 1. Çàïîëíÿåì íàø ôèíàëüíûé ìàññèâ ïåðâûì âåêòîðîì, êîòîðûé ãåíå-

ðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé îáðàçîì ëèáî çàäà¼òñÿ ïîëüçîâàòåëåì âðó÷íóþ.

� 2. Èñïîëüçóåì ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ âûáîðà ëó÷øåãî ðåøåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî óæå ñóùåñòâóþùåãî ôèíàëüíîãî ìàññèâà. Ïîëó÷åííîå ðåøå-

íèå äîáàâëÿåì ê íàøåìó ôèíàëüíîìó ìàññèâó.

� 3. Ïîâòîðÿåì øàã 2 äî òåõ ïîð, ïîêà íàø ôèíàëüíûé ìàññèâ íå áóäåò

ñîäåðæàòü óñòàíîâëåííîå êîëè÷åñòâî øàðîâ ëèáî íå áóäåò äîñòèãíóò
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êðèòåðèé îñòàíîâêè.

� 4. Âûâîäèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå.

Õîòåëîñü áû îñòàíîâèòüñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà òîì, êàê îïðåäåëèòü öå-

ëåâóþ ôóíêöèþ f è ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè Φ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f

îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç çàäà÷è: ýòî êîëè÷åñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ äëÿ

íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ X (ôèíàëüíîãî ìàññèâà, åñëè ãîâîðèòü â òåðìèíàõ íà-

øåãî àëãîðèòìà). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî X, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñîäåðæàòü

è òàêèå âåêòîðû, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå 60◦.

Ôóíêöèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ

ðåøåíèÿ X îíà âåðíåò íàì ïàðó ýëåìåíòîâ, ãäå íà ïåðâîì ìåñòå áóäåò èäòè

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(X), à íà âòîðîì � ñóììà óãëîâ ìåæäó êàæäûì

âåêòîðîì èç X è åãî ¾áëèæàéøèì ñîñåäîì¿ òàêæå èç X, åñëè òîëüêî ýòîò

óãîë íå ìåíüøå 60◦. Ïîä ¾áëèæàéøèì ñîñåäîì¿ äëÿ ~x ∈ X áóäåì ïîíèìàòü

òàêîé âåêòîð ~y ∈ X(~x 6= ~y), c êîòîðûì ~x îáðàçóåò íàèìåíüøèé óãîë ñðåäè

âñåõ äðóãèõ âåêòîðîâ èç X. Â îñíîâíîé ðàáîòå ìû ÷àùå áóäåì èñïîëüçîâàòü

íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òàêèõ ¾áëèæàéøèõ ñîñåäåé¿, íî ïðèíöèï ðàáîòû îñòà-

íåòñÿ òàêèì æå.

Íàïðèìåð, äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòèm = 2 è ìàññèâàX = [[−1, 0],

[0, 1], [1, 0]] çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè áóäåò âûãëÿäåòü òàê: (3, 270).

Ïåðâûé ýëåìåíò � 3. Çíà÷èò, íàøå ðåøåíèå ñîäåðæèò 3 øàðà, êîòîðûå íå

ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðåííîñòÿìè ìåæäó ñîáîé. Âòîðîé ýëåìåíò � 270. Çíà÷èò,

ñóììà óãëîâ ìåæäó êàæäûì âåêòîðîì â X è åãî ¾áëèæàéøèì ñîñåäîì¿ ðà-

âåí 270◦. Äëÿ âåêòîðîâ [−1, 0] è [1, 0] ¾áëèæàéøèì ñîñåäîì¿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

[0, 1], à äëÿ [0, 1] ¾áëèæàéøèì ñîñåäîì¿ ìîæåò áûòü ëþáîé èç äâóõ äðóãèõ

âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó óãîë ìåæäó íèì è ëþáûì èç íèõ 90◦.

Òåïåðü íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó áóäåò ïðîèñõîäèòü

ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ êàæäîé îñîáè, ÷òîáû

èìåòü âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü ÷èñëåííî, íàñêîëüêî òà èëè èíàÿ îñîáü ïîä-

õîäèò ê íàøåìó óæå èìåþùåìóñÿ ìàññèâó.

Ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùåå ïðàâèëî: ñíà÷àëà ñðàâíèâàåì ïåðâûé ýëå-

ìåíò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ äâóõ îñîáåé: ëó÷øåé ñ÷èòàåì

òó, ó êîòîðîé ýòî çíà÷åíèå áîëüøå (ò.å. âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå, â êîòîðîì ÷èñëî

øàðîâ, êîòîðûå èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ âíóòðåííîñòè, áîëüøå). Â ñëó÷àå,
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åñëè ïåðâîå ÷èñëî îäèíàêîâî ó äâóõ îñîáåé, òî èä¼ò ñðàâíåíèå ïî âòîðîìó

ýëåìåíòó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè: ëó÷øåé ÿâëÿåòñÿ òà îñîáü, ó

êîòîðîé ýòî çíà÷åíèå ìåíüøå (ò.å. âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå, â êîòîðîì ñóììàðíîå

ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ìåíüøå). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì

íà÷èíàåò èñêàòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå áû äàâàëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ öå-

ëåâîé ôóíêöèè f , íî ïðè ýòîì èñêàëè áû íàèáîëåå êîìïàêòíûå ðàñïîëîæåíèÿ

øàðîâ.

Â õîäå íàïèñàíèÿ ðàáîòû, áûëè ðåàëèçîâàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû,

êîòîðûå ðåøàþò çàäà÷ó î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå ðå-

øåíèÿ óæå èçâåñòíû, à èìåííî â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 3, 4. Ïîëó÷åííûå

ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óæå èçâåñòíûìè âåðõíèè ãðàíèöàìè. Òàêæå àëãîðèòì

áûë èñïîëüçîâàí è äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ñíèçó â ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå òî÷íûå

ðåøåíèÿ åù¼ íåèçâåñòíû.

Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 4 áûëî íàéäåíî äâà ðåøåíèÿ:

1. Âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè (±
√

2

2
,±
√

2

2
, 0, 0);

2. Âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè (±1, 0, 0, 0) è (±1

2
,±1

2
,±1

2
,±1

2
).

Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 5: âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè

(±
√

2

2
,±
√

2

2
, 0, 0, 0).

Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 6: âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ñ ñîõðàíå-

íèåì 0 â ïîñëåäíåé êîîðäèíàòå

(±
√

2

2
,±
√

2

2
, 0, 0, 0, 0)

è âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ ¾ïëþñ¿

(±
√

2

4
,±
√

2

4
,±
√

2

4
,±
√

2

4
,±
√

2

4
,±
√

6

4
).

Ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 3 áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïðè÷¼ì óãëû

ìåæäó øàðàìè ìîãóò áûòü áîëüøå 60◦, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò ïðîöåññ âû-

÷èñëåíèé. Â ïðèëîæåíèè âû ñìîæåòå íàéòè ïðîãðàììó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

ìîæíî äîâîëüíî áûñòðî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàç-
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ìåðíîñòè 3.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

� îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â ãåíåòè-

÷åñêèõ àëãîðèòìàõ, à òàêæå èçó÷åíû ðàçíîâèäíîñòè îïåðàòîðîâ è èõ

âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà;

� èçó÷åíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû â ðåàëèçöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà;

� èññëåäîâàíà çàäà÷à î êîíòàêòíîì ÷èñëå øàðîâ;

� èçó÷åíû ïîñëåäíèå ìåòîäèêè îöåíèâàíèÿ êîëè÷åñòâà øàðîâ äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ;

� ðåàëèçîâàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå âåðíî ðåøàþò çàäà÷ó î

êîíòàêòíîì ÷èñëå â ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå òî÷íûå ðåøåíèÿ óæå ïîëó÷åíû.

Òàêæå, ïîñòðîåííûå ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæ-

íèõ îöåíîê â ïðîñòðàíñòâàõ òàêèõ ðàçìåðíîñòåé, ãäå òî÷íûå ðåøåíèÿ

åù¼ íåèçâåñòíû.
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