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Ââåäåíèå. Ïîòðåáíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ïðèâîäÿò ê

çàäà÷àì èíòåðïîëÿöèè íà òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ. Ââèäó ëîêàëüíîñòè ìåòîäà

ðàññìàòðèâàþò îáû÷íî èíòåðïîëÿöèþ íà îäíîì òðåóãîëüíèêå, à çàòåì ðåøå-

íèå ïðèìåíÿþò íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå ñåòêè. Â ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü

çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè íà òðåóãîëüíèêå â êîíòåêñòå ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà

è ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà òðåòüåé ñòåïåíè.

Äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíûì â ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèé ýëåìåíò, êîòîðûé

èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà è â åãî öåíòðå òÿæåñòè

(â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí), à åãî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî x è

ïî y ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè â âåðøèíàõ

òðåóãîëüíèêà. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè i-

õ ïðîèçâîäíûõ k + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé i-ìè ïðîèçâîäíûìè

èíòåðïîëÿöèîííûõ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè k ïî ñîâîêóï-

íîñòè ïåðåìåííûõ (ñóììà ñòåïåíåé ëþáîãî ìîíîìà íå ïðåâîñõîäèò k) èìåþò

âèä Cdk+1−i sin−i α, ãäå d � äèàìåòð òðèàíãóëÿöèè, α � íàèìåíüøèé èç óã-

ëîâ òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè (0 ≤ i ≤ k). Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðÿò, ÷òî

äëÿ íàéäåííîé ôóíêöèè óñëîâèå ¾ñèíóñà íàèìåíüøåãî óãëà¿ òðèàíãóëÿöèè

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè k = 3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, äëÿ

êîòîðîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè êëàññè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà íåóëó÷øà-

åìû. Çàêîíîìåðíî âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà

ñ êðàòíîé èíòåðïîëÿöèåé, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå ¾ñèíóñà íàèìåíüøåãî óãëà¿

òðèàíãóëÿöèè ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå ¾ñèíóñà íàèáîëüøåãî óãëà¿ òðè-

àíãóëÿöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà Þ. Í. Ñóááîòèíûì áûëî ïðåäëîæåíî ðàñ-

ñìîòðåòü êóáè÷åñêèé ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò êëàññè÷åñêîãî.

Ïåðâàÿ ãëàâà ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýëåìåíòà, ïðåäñòàâëåííîãî â

ñòàòüå Þ. Í. Ñóááîòèíà. Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà ïîçâîëÿþò åäèíñòâåííûì îá-

ðàçîì ïðèáëèçèòü êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ íà çàäàííîì òðåóãîëüíèêå.

Êàê àëüòåðíàòèâà òàêîìó ïîäõîäó âûñòóïàþò ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà,

ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòè Áåçüå. Ïðè êóñî÷íîì ìîäåëèðî-

âàíèè äëÿ çàäàíèÿ è èçìåíåíèÿ ôîðìû êóñêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïðî-

ñòðàíñòâåííóþ ðåøåòêó èç ñïëàéíîâ èëè ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïðèìåíÿåòñÿ ñåòü

êîíòðîëüíûõ òî÷åê. Ýòè òî÷êè óïðàâëåíèÿ, òàêæå èçâåñòíûå êàê êîíòðîëü-
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íûå âåðøèíû îêàçûâàþò íà ãèáêóþ ïîâåðõíîñòü êóñêà ïîäîáíîå ìàãíèòíîìó

âëèÿíèå, ïðè êîòîðîì ïîâåðõíîñòü ðàñòÿãèâàåòñÿ â òîì èëè èíîì íàïðàâëå-

íèè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà ïîçâîëÿþò èçìåíÿòü èòîãîâóþ

ïîâåðõíîñòü ïðè îäíîì è òîì æå íàáîðå îïîðíûõ òî÷åê(ïðè îäíîé è òîé æå

èíôîðìàöèè î ïðèíèìàåìûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè â êîíêðåòíûõ òî÷êàõ îáëà-

ñòè).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîäõîäîâ ê èíòåðïîëÿöèè ôóíê-

öèé íà òðåóãîëüíèêå íà ïðèìåðå ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà è ìíîãî÷ëåíîâ Áåðí-

øòåéíà.

Â ñâÿçè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ â ðàáîòå ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) äàòü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íîãî ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà, áàçèñíîãî ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà, ïîâåðõíî-

ñòè Áåçüå

2) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà è ìíîãî÷ëå-

íîâ Áåçüå

3) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î íàèëó÷øåì ïðè-

áëèæåíèè äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

4) óêàçàòü ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà è Áåðíøòåéíà

5) ðåøèòü ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíè-

êå èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì Þ.Í. Ñóá-

áîòèíà.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ; îñíîâíîé ÷àñòè, îíà ñîñòîèò èç 4 ðàçäåëîâ,

÷àñòü èç êîòîðûõ èìåþò ðàçäåëåíèÿ íà ïóíêòû è ïîäïóíêòû; çàêëþ÷åíèÿ;

ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ; ïðèëîæåíèÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ïðåäëàãàåòñÿ âû-

áèðàòü íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê, îáîçíà÷èì åãî ∆, èíòåðïîëèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ f(x, y) íà í¼ì äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî

ðàâíîìåðíûå íîðìû íà òðåóãîëüíèêå ëþáûõ ÷åòâ¼ðòûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-

öèè íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî çàäàííîãî ÷èñëà M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-

ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàñïîëîæåí òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-

êå 1.
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Ðèñóíîê 1

Çäåñü BD � ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç âåðøèíû D íà íàèáîëüøóþ

ñòîðîíó AC òðåóãîëüíèêà; h � äëèíà îòðåçêà BD; AD � íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà

òðåóãîëüíèêà; E � ñåðåäèíà AD. Ñîîòâåòñòâåííî, α � íàèìåíüøèé, β � ñðåä-

íèé, γ � íàèáîëüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà; AB = a;BC = b; d = a + b � äëèíà

íàèáîëüøåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, 0 < a ≤ b.

Íà èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì

H(x, y) = H(f ;x, y) = a0+a1x+a2y+a3x
2+a4xy+a5y

2+a6x
3+a7x

2y+a8xy
2+a9y

3

íàëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà â òî÷êàõ A,C,D ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè

f(x, y) â ýòèõ òî÷êàõ.

2) Çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëèíîìà ïî x è y â òî÷êàõ A,C,D ñîâ-

ïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òåõ

æå òî÷êàõ.

3) Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî x ïîëèíîìà è ôóíêöèè â òî÷êå E ñîâïàäàþò.

Äàäèì îïðåäåëåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà òðåòüåé ñòåïåíè äëÿ ôóíê-

öèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà òðåóãîëüíèêå.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü f(x, y) èìååò íà òðåóãîëüíèêå ∆ ñ âåðøèíàìè

A,C,D ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâûå ÷àñòíûå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è
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ïî y. Ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè H(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì

H(A) = f(A), H(C) = f(C), H(D) = f(D),

∂
∂xH(A) = ∂

∂xf(A), ∂∂xH(C) = ∂
∂xf(D), ∂∂xH(D) = ∂

∂xf(D),

∂
∂yH(A) = ∂

∂yf(A), ∂∂yH(C) = ∂
∂yf(D), ∂∂yH(D) = ∂

∂yf(D),

íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ýðìèòà äëÿ ôóíêöèè f(x, y).

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí H(x, y) � ýòî ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà.

Â ðàáîòå äëÿ íåãî äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû î

ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, y), èìåþùåé íà íåâûðîæäåííîì òðå-

óãîëüíèêå ∆ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-

íî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà H(x, y),

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì âûøå.

Îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè H(x, y) ïîëó÷àþòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî èç ðÿäà ëåìì, êîòîðûå äîêàçàíû â ðàáîòå.

Ïîëîæèì ri,j(x, y) = ∂i+j

∂xi∂yj [f(x, y)−H(x, y)] .

Òåîðåìà 1.4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖rk,0(x, y)‖C(∆) ≤ KMd4−k (0 ≤ k ≤ 3), (1)

‖rk−1,1(x, y)‖C(∆) ≤ KM sin−1 γd4−k (1 ≤ k ≤ 3), (2)

‖rk−2,2(x, y)‖C(∆) ≤ KM sin−2 γd4−k (2 ≤ k ≤ 3), (3)

‖r0,3(x, y)‖C(∆) ≤ KM sin−3 γd, (4)

ãäå K � êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò f è ∆.

Ñëåäóþùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìíîãî÷ëåíàì Áåðíøòåéíà íà òðåóãîëüíèêå.

Áàçèñíûìè ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà îò îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàþò-

ñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëèíîìû

bnk(x) = Ck
nx

k(1− x)n−k, k ∈ {0, ..., n}, n = 0, 1, ...
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è

bnks(x, y) = Ck,s
n xkys(1− x− y)n−k−s,

k ∈ {0, ..., n}, s ∈ {0, ..., n− k}, n = 0, 1, ...,

ãäå Ck,s
n = n!

k!s!(n−k−s)! � òàê íàçûâàåìûå òðèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Â ÷àñòíîñòè,

b0
00(x, y) ≡ 1, bnn0(x, y) = xn, bn0n(x, y) = yn, bn00(x, y) = (1− x− y)n;

bnk0(x, 0) = bnk(x), k ∈ {0, ..., n}; bnks(x, 0) = 0, s ∈ {1, ..., n}, k ∈ {0, ..., n− s};
bn0s(0, y) = bns (y), s ∈ {0, ..., n}; bnks(0, y) = 0, k ∈ {1, ..., n}, s ∈ {0, ..., n− k}.

Ïîëèíîì Áåðíøòåéíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

B(x, y) =
n∑
k=0

n−k∑
s=0

aksb
n
ks(x, y).

Ýòîò ïîëèíîì îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ

Áåçüå íà òðåóãîëüíèêå. aks â îáùåì ñëó÷àå � ýòî òðåóãîëüíûé ìàññèâ ÷èñåë.

Îí ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá èíòåðïîëèðóåìîé ôóíêöèè, íåðåäêî ïðåäïîëà-

ãàþò aks = f
(
k
n ,

s
n

)
.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà, êîòîðûå äîêàçàíû â ðàáîòå.

Ââåä¼ì êîíå÷íûå ðàçíîñòè íà òðåóãîëüíîì ìàññèâå êîýôôèöèåíòîâ

(∆ja)∗,s =
j∑

β=0

(−1)j−βCβ
j a∗,s+β,

(∆i,ja)ks =
(
∆i(∆ja)∗,s

)
k

=
i∑

α=0
(−1)i−αCα

i

(
j∑

β=0

(−1)j−βCβ
j ak+α,s+β

)
=

=
i∑

α=0

j∑
β=0

(−1)i+j−α−βCα
i C

β
j ak+α,s+β.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïîëèíîì B(x, y) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

B(x, y) =
n∑
i=0

n−i∑
j=0

C i,j
n (∆i,ja)00x

iyj. (5)

6



Çàôèêñèðóåì äâà öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà α, β è ïîëîæèì r = α+β.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂rB(x,y)
∂xα∂yβ

ïîëèíîìà â ôîðìå

Áåðíøòåéíà ïðè r ∈ {1, ..., n} ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∂rB(x, y)

∂xα∂yβ
= Ar

n

n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

(
∆α,βa

)
ks
bn−rks (x, y), (6)

ãäå Ar
n = n(n− 1)...(n− r + 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü n+1 òðåóãîëüíûõ ìàññèâîâ áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ Áåðí-

øòåéíà

biks(x, y), k ∈ {0, ..., i}, s ∈ {0, ..., i− k}, i ∈ {0, ..., n}.

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì

bik,−1(x, y) ≡ bi−1,s(x, y) ≡ 0, k, s ∈ {0, ..., i+ 1};
biks(x, y) ≡ 0, k, s ≥ 0, k + s = i+ 1, i = 0, n− 1.

(7)

Íàïðèìåð, ïðè i = 3 ïîëó÷èì 15 èñêóñòâåííî äîáàâëåííûõ ïîëèíîìîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x, y ñïðàâåäëèâû ðåêóððåíò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ

b0
00 ≡ 1;

biks = (1− x− y)bi−1
ks + xbi−1

k−1,s + ybi−1
k,s−1, (8)

k ∈ {0, ..., i}, s ∈ {0, ..., i− k}, i ∈ {1, ..., n}.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå x, y. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ

B(x, y) ââåä¼ì n + 1 òðåóãîëüíûõ ìàññèâîâ {aiks} ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé

a0
ks = aks, k ∈ {0, ..., n}, s ∈ {0, ..., n− k};
aiks = (1− x− y)ai−1

ks + xai−1
k+1,s + yai−1

k,s+1, (9)

k ∈ {0, ..., n− i}, s ∈ {0, ..., n− i− k}, i = 1, n.
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Ýòîò áûñòðûé àëãîðèòì èçâåñòåí êàê àëãîðèòì äå Êàñòåëüæî ïîñòðîå-

íèÿ òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè Áåçüå [17].

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî B(x, y) = an00.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ x, y ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîëèíî-

ìà â ôîðìå Áåðíøòåéíà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

∂rB(x, y)

∂xα∂yβ
= Ar

n

(
∆α,βan−r

)
00
.

Çäåñü α + β = r, r ∈ {1, ..., n}.

Êàê èòîã, n+ 1 òðåóãîëüíûõ ìàññèâîâ aiks, ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëå (20),

äàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü êàê çíà÷åíèå ïîëèíîìà B(x, y), òàê è çíà÷åíèÿ

âñåõ åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (x, y).

Â ïóíêòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äëÿ ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ â êà÷åñòâå îáëàñòè âûñòóïèò òðåóãîëüíèê ∆ = {(x, y) : x ≥
0, y ≥ 0, x + y ≤ 1}, à âìåñòî òðåóãîëüíîãî ìàññèâà {ak,s}, êàê è ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ:

Bf
n(x, y) =

n∑
k=0

n−k∑
s=0

f

(
k

n
,
s

n

)
bnks(x, y).

Çàïèøåì òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ñðàçó â òåðìèíàõ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà,

å¼ äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ðàáîòå.

Òåîðåìà 2.2. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äëÿ f(x, y)) Åñëè f(x, y) îãðàíè÷åíà

íà ∆, òî

lim
n→∞

Bf
n(x, y) = f(x, y)

âî âñåõ òî÷êàõ (x, y) ∈ ∆, ãäå f(x, y) íåïðåðûâíà.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êðèâóþ Áåçüå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-

íà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà, à ïîëèíîì

Áåðíøòåéíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü Áåçüå íà òðåóãîëü-

íèêå.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàäàíèå îñíîâûâàëîñü íà ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû è çàêëþ÷à-

ëîñü â ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íîãî ïîëèíîìà H(x, y) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèÿì ìåòîäà.

Ñ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìîâ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ïðèëîæåíèè ðàáîòû.

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè ðåàëèçîâàíû ïîñòàâëåí-

íûå öåëè è çàäà÷è: äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû

îñíîâíûå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà è ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà; ïîêàçà-

íî, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí èç ñòàòüè Þ.Í. Ñóááîòèíà ÿâëÿåòñÿ

Ýðìèòîâûì ìíîãî÷ëåíîì; äëÿ òàêîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà äîêà-

çàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè; ñôîðìó-

ëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè

Ýðìèòîâûìè ìíîãî÷ëåíàìè èç ñòàòüè; óêàçàí áûñòðûé àëãîðèòì äå Êàñòåëü-

æî ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Áåðíøòåéíà â òî÷êå; ñôîðìóëèðîâàíà

è äîêàçàíà òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè äëÿ ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ; ðåøåíà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì

òðåóãîëüíèêå èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì Þ.Í.

Ñóááîòèíà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäû Wolfram Mathematica.

Ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå òåìà èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé íà òðåóãîëüíèêå

âàæíà, òàê êàê îíà íàïðàâëåíà íà ðåøåíèå êëàññà çàäà÷, ÷àñòî âñòðå÷àþ-

ùèõñÿ â ìàòåìàòèêå è å¼ ïðèëîæåíèÿõ.
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