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Ââåäåíèå. Â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ñèñòåì (ýêî-

íîìè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ, ïðîèçâîäñòâåííûõ, òåõíè÷åñêèõ) âîçíèêàåò ïîòðåá-

íîñòü â ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ðàçíîé ïðèðîäû (ìàòåðèàëüíûõ, òðóäîâûõ,

ôèíàíñîâûõ, âðåìåííûõ) ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòîé ñèñòåìû. Áîëüøîå êîëè÷å-

ñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì ðåñóðñîâ (îãðàíè÷åííûõ)

â íåêîòîðûõ èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Âûáðàííàÿ òåìà áàêàëàâðñêîé ðàáîòû îñîáî àêòóàëüíà íà ñåãîäíÿøíèé

äåíü, òàê êàê îáúåìû ðåñóðñîâ, êîòîðûå èìåþòñÿ â íàëè÷èè, îãðàíè÷åíû, è

âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èõ ðàöèîíàëüíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â çàäà÷å îáúåìíî-êàëåíäàðíîãî ïëà-

íèðîâàíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíê-

òàìè è çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ, ôèíàíñîâûõ ðåñóðñîâ ïðè ïðî-

åêòèðîâàíèè è èçãîòîâëåíèè ñëîæíûõ èçäåëèé è äð.

Öåëüþ âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå

ïðèíöèïîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íà ïðèìåðå

òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíêòàìè, èññëåäîâàíèå ñïîñîáîâ

åå ðåøåíèÿ è, êàê èòîã, ðåàëèçàöèÿ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è.

Çàäà÷àìè âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû â ñâÿçè ñ óêàçàííîé

öåëüþ ÿâëÿþòñÿ:

1) ðàññìîòðåíèå òðàíñïîðòíûõ çàäà÷, èõ âèäîâ è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ;

2) àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷-

íûìè ïóíêòàìè è ïîñòàíîâêà çàäà÷è;

3) èññëåäîâàíèå ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà;

4) èçó÷åíèå ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ äëÿ îïòèìèçàöèè íàéäåííîãî îïîðíîãî

ïëàíà.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ÷àñòåé, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñ-

ïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ è îïèñàí ìåòîä åå ðåøåíèÿ.

Âî âòîðîé ÷àñòè èçó÷àþòñÿ ïîíÿòèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè-

÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ðàññìîòðåíà òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíê-

òàìè, ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà äëÿ ýòîé çàäà÷è è ìåòîä ïîòåíöèàëîâ
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äëÿ ïðîâåðêè ïëàíà íà îïòèìàëüíîñòü.

Â òðåòüåé ÷àñòè èññëåäóþòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è è ìåòîäû èõ

ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè àëãîðèòì ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ âåðøèí êóáà è àëãî-

ðèòì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ äëÿ êîíòðîëèðóåìûõ ýëåìåíòîâ.

×åòâåðòàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòüþ, â êîòîðîé îïèñàíà ðàç-

ðàáîòêà ïðèëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè

ïóíêòàìè è îïèñàí åå èíòåðôåéñ.
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1. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

Ôîðìóëèðîâêà: Äàíû ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ Z = C1x1 + C2x2 + ... + Cnxn

ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ x1, x2, ..., xn, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé½ è ïðè êî-

òîðûõ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó ãðàôè÷åñêè ïðè êîëè÷åñòâå ïåðåìåííûõ áîëåå

3 çàòðóäíèòåëüíî. Îäíàêî ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàçûâàåìûé ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, êîòîðûé íà-

õîäèò ðåøåíèå çàäà÷è ïóò¼ì ïåðåáîðà âåðøèí âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â

ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êîãäà ïåðåõîä ïî ðåáðó èç òåêóùåé âåðøèíû â

äðóãóþ âåðøèíó ñ áîëåå âûñîêèì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà íåâîçìîæåí, ñ÷è-

òàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå íàéäåíî.[1− 3]

2. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

Â ïîäîáíîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ýëåìåíòû òðåõ âèäîâ ñ íåêîòîðû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè: èñòî÷íèêè ðåñóðñîâ, ïåðåäàþùèå ýëåìåíòû è êîíå÷íûå

ïîòðåáèòåëè ðåñóðñîâ. Ñðåäè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû âûäåëÿþò òàê íàçûâàåìûå

¾êîíòðîëèðóåìûå¿ ýëåìåíòû [2], îïðåäåëÿþùèå óñëîâèÿ ¾ýôôåêòèâíîãî¿ ôóíê-

öèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Âñå ¾êîíòðîëèðóåìûå¿ ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò íåêîòî-

ðûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà èíòåðâàëå äîïóñòèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ,

çàäàâàåìûå öåëåâûìè ôóíêöèÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ, îïðåäåëåííûìè äëÿ ¾êîí-

òðîëèðóåìûõ¿ ýëåìåíòîâ. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ

ñèñòåìàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ îäíîãî èç âîçìîæíûõ âà-

ðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ïðè êîòîðîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-

íàÿ äëÿ êîíòðîëèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ýêñòðåìóìà. Åñ-

ëè â òàêèõ çàäà÷àõ ó÷èòûâàþòñÿ êîíòðîëèðóåìûå ýëåìåíòû, òî îíè ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è ñ íåêîòîðûìè ëèíåéíû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå êðèòåðèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè ïðåäïî÷òåíèÿ, âèä

êîòîðûõ çàâèñèò îò ýòîé ôóíêöèè. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàáîòà ñèñòåìû ñâÿçà-

íà ñ íåêîòîðûìè ýêîíîìè÷åñêèìè äàííûìè, íàïðèìåð, ñóììàðíûå çàòðàòû,

ñóììàðíûé äîõîä èëè ñóììàðíàÿ ïðèáûëü, ëèíåéíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü

âûáðàíû êàê öåëåâûå ôóíêöèè ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿ-

åòñÿ, íàïðèìåð, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíêòàìè.

2.1 Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíêòàìè

Ïîòðåáèòåëè íå âñåãäà ïîëó÷àþò ïðîäóêöèþ íàïðÿìóþ îò ïðîèçâîäèòå-
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ëÿ. Íåðåäêè ñëó÷àè, êîãäà ïðîäóêöèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ïóíê-

òû, êîòîðûìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ, íàïðèìåð, ñêëàäû èëè ïðåäïðèÿòèÿ ïåðåðà-

áîòêè ñûðüÿ. Òàêèå çàäà÷è èìåíóþòñÿ òðàíñïîðòíûìè çàäà÷àìè ñ ïðîìåæó-

òî÷íûìè ïóíêòàìè [4− 6]. Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ: ai - îáúåì âñåé

ïðîäóêöèè, ïåðåâîçèìîé èç ïðîèçâîäñòâà i; dl - âìåñòèìîñòü ïðîìåæóòî÷íî-

ãî öåíòðà l; bj - ïîòðåáíîñòè â ïðîäóêöèè ó j-ãî ïîòðåáèòåëÿ;

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íåîáõîäèìî íàéòè íàáîð {xil, xlj}, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ

ζ(X) =
m∑
i=1

r∑
l=1

cilxil +
r∑

l=1

n∑
j=1

c′ljx
′
lj - îáùàÿ ñóììà òðàíñïîðòíûõ ïåðåâîçîê

è óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì:

r∑
l=1

xil = ai, i ∈ I - âûâîç ïðîäóêöèè, îòñóòñòâèå íàêîïëåíèÿ íà ñêëàäàõ;
m∑
l=1

xil =
n∑

j=1

x′lj ≤ di, l ∈ L - îãðàíè÷åíèå âìåñòèìîñòè ñêëàäîâ;

r∑
l=1

x′lj = bj, j ∈ J - óäîâëåòâîðåíèå âñåõ ïîòðåáíîñòåé ïîòðåáèòåëåé;

xil ≥ 0, x′lj ≤ 0, i ∈ I, j ∈ J, l ∈ L.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü íåêèé

îïîðíûé ïëàí, à çàòåì ïðîâåðèòü åãî íà îïòèìàëüíîñòü.

2.1.1 Ïîñòðîåíèå îïîðíîãî ïëàíà ìåòîäîì ìèíèìàëüíîé

ñòîèìîñòè

Ïðåäñòàâèì ñõåìó ïåðåâîçîê â âèäå òàáëèöû, â êîòîðîé ïî ãîðèçîí-

òàëè - ïðîìåæóòî÷íûå ïóíêòû è êîíå÷íûå ïîòðåáèòåëè, à ïî âåðòèêàëè -

ïîñòàâùèêè. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç ýòîé ìàòðèöû âûáè-

ðàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè è â êëåòêó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ýòîé ñòîèìîñòè, ïîìåùàþò ìåíüøàÿ èç ñóììû ïîñòàâùèêîâ. Ñòðîêà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïîñòàâùèêó, çàïàñû êîòîðîãî èçðàñõîäîâàíû, èñêëþ÷àåòñÿ èç

ðàññìîòðåíèÿ. Òàêæå èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ïîòðåáèòåëþ, ïîòðåáíîñòè êîòîðîãî ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðåíû. Ïðîöåññ

ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå çàïàñû íå áóäóò ðàñïðåäåëåíû, à ïîòðåáíî-

ñòè óäîâëåòâîðåíû.

2.1.2 Ïðîâåðêà îïòèìàëüíîñòè ïëàíà ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ
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Òåîðåìà 1. Åñëè ïëàí X∗− (xi∗j) òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îï-

òèìàëüíûì, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç m + n ÷èñåë U ∗i è V ∗i ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

U ∗i + V ∗i = Cij, x
∗
ij > 0

è

Ui + V ∗i ≤ Cij, x
∗
ij = 0.

×èñëà U ∗i è V ∗i - ïîòåíöèàëû ïîñòàâùèêîâ è ïîòðåáèòåëåé [7− 8].

Íà îñíîâàíèè äàííîé òåîðåìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðâîíà÷àëüíûé îïîð-

íûé ïëàí áûë îïòèìàëüíûì, îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

� Ui+Vi = Cij - äëÿ êàæäîé çàíÿòîé êëåòêè ñóììà ïîòåíöèàëîâ äîëæ-

íà áûòü ðàâíà ñòîèìîñòè åäèíèöû ïåðåâîçêè, ñòîÿùåé â ýòîé êëåòêå;

� Ui + Vi ≤ Cij - äëÿ êàæäîé íåçàíÿòîé êëåòêè ñóììà ïîòåíöèàëîâ

äîëæíà áûòü ìåíüøå èëè ðàâíà ñòîèìîñòè åäèíèöû ïåðåâîçêè, ñòîÿùåé

â ýòîé êëåòêå.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ñîñòîèò èç øåñòè øàãîâ: ïî-

ñòðîåíèå ñèñòåìû ïîòåíöèàëîâ; ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

äëÿ íåçàíÿòûõ êëåòîê; âûáîð êëåòèêè, â êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïîñëàòü ïåðå-

âîçêó; ïîñòðîåíèå öèêëà è îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ãðóçà;

ïðîâåðêà íîâîãî îïîðíîãî ïëàíà íà îïòèìàëüíîñòü; èçìåíåíèå ñèñòåìû ïî-

òåíöèàëîâ.

2.2 Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â

èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

2.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîãî ðåñóð-

ñà â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà M , M ⊆ 2N(s), N(s) = {1, 2, ..., s} [9], íàéòè òàêóþ
s-èíäåêñíóþ ìàòðèöó χF , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåéíûõ ìíîãî-

èíäåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ òðàíñïîðòíîãî òèïà

aFf
≤

∑
Ff∈Ef

χFfFf≤bFf
, Ff ∈ Ef , f ∈M , f = {k1, k2, ..., kt},

Ff = (jk1, jk2, ..., jkl), Ef = Jk1 × Jk2 × ...× Jkl

ñ ó÷åòîì êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè, çàäàâàåìûõ âåêòîðíîé ôóíêöèåé Q(χF ),

îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå âñåõ s-èíäåêñíûõ ìàòðèö ñî çíà÷åíèÿìè èç Rm.
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Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷åé, âèä êîòîðîé çà-

âèñèò îò âûáîðà Q(χF ). Â ñëó÷àå, åñëè ãîâîðèòñÿ î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ñ

ó÷åòîì ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ, â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõQ(χF ) âûáèðàþòñÿ ëè-

íåéíûå ôóíêöèè, è òîãäà çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ìíîãîóðîâíåâûõ

èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ìíîãîêðèòåðèàëüíûå

ìíîãîèíäåêñíûå çàäà÷è. Ïðèìåíèâ ëèíåéíóþ ñâåðòêó êðèòåðèåâ îïòèìàëüíî-

ñòè, äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ìíîãîèíäåêñíîé çàäà÷å ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òðàíñïîðòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè è êðèòåðèåì:

F (χF ) =
∑

F∈EN(s)

cFχF → min,

êîòîðóþ â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W (M).

2.2.2 Àëãîðèòì ðåøåíèÿÍàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òàêèå çàäà÷èW (M),

äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìû ïðîöåäóðû èõ ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å L - ïîèñêà öèð-

êóëÿöèè ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè [12]. Ïóñòü aFf
bFf

- öåëûå ÷èñëà, Ff . Òàê

êàê ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è W (M) îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ìíîæåñòâà

M , M ⊂ 2N(s), áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ïîèñêà òàêèõ ìíîæåñòâ M , ïðè êîòîðûõ

çàäà÷à W (M) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å L.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷àW (M) ñâîäèëàñü ê çàäà÷å L äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M íà ïîäìíîæåñòâà

M1 = f
(1)
1 , f

(1)
2 , ..., f

(1)
m2 è M2 = f

(2)
1 , f

(2)
2 , ..., f

(2)
m2, äëÿ êîòîðîãî f

(1)
i ⊆ f

(1)
i+1,

i = 1,m1 − 1 è f (2)i ⊆ f
(2)
i+1, i = 1,m2 − 1.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1, äëÿ çàäà÷è W (M) ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ ìíîãîèíäåêñíîé, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íåêàÿ

òðàíñïîðòíàÿ ñåòü ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè äóã, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâó-

ñòîðîííèìè. Íàéòè äîïóñòèìóþ öèðêóëÿöèþ âîçìîæíî, ëèøü ïîñòðîèâ òðàíñ-

ïîðòíóþ ñåòü, è ðåøèâ çàäà÷ó ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà äëÿ ýòîé òðàíñ-

ïîðòíîé ñåòè. Óëó÷øåííûé àëãîðèòì ðàññòàíîâêè ïîìåòîê â çàäà÷å î ìàêñè-

ìàëüíîì ïîòîêå [11] èìååò ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ O(n3), ãäå n � êîëè÷åñòâî

âåðøèí âñåé òðàíñïîðòíîé ñåòè. Êîëè÷åñòâî âåðøèí â ýòîé òðàíñïîðòíîé

ñåòè ðàâíî âåëè÷èíå Q = |EN(s)| +
∑
f∈M
|Ef |, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷èñëà

ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé â çàäà÷åW (M) ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñ-

ëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî Q ≤ 4|EN(s)|(1−2−s). Â òàêîì ñëó÷àå

âîïðîñ î ñîâìåñòíîñòè çàäà÷è W (M) òðåáóåò ïîðÿäêà O(|EN(s)|3) àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèé [10]. Ðåøåíèå çàäà÷è L ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ëèøü
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íàõîæäåíèåì ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè çàäàííîé âåëè÷èíû, à ýòî çíà-

÷èò, ÷òî çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ W (M) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà

O(|EN(s)|4) îïåðàöèé.
Ïðîâåðêà óñëîâèé âûïîëíåíèÿ òåîðåìû 1 ïðîèçâîäèòñÿ, íàïðèìåð, ïå-

ðåáîðîì âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû

|M | ≤ 2s â ìíîæåñòâå M íå ìîæåò áûòü áîëåå 2-õ ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîé

ìîùíîñòè.

3. Ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

Ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì

ñèñòåìû [11], ïåðåéäåì ê çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè, îïðåäåëåííûìè òîëüêî äëÿ

ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ óâåëè÷èòñÿ îò V äî m = |V |+ |A|.
Ýëåìåíò èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ êîíòðîëèðóåìûì, åñëè êî-

ëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìîãî, ïåðåäàâàåìîãî èëè ïîëó÷àåìîãî ðåñóðñà, ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëÿþùèì ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñèñòåìû. Ñ÷èòàåì, ÷òî

êîíòðîëèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå n ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, n ≤ m.

Çàäà÷ó â íàèáîëåå îáùåì âèäå ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäàíû áóëåâû ìàòðèöû A è B ðàçìåðíîñòåé m× k è n× k, äåéñòâèòåëüíûé
íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð c ðàçìåðíîñòè m è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F (y), îïðå-

äåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå n-ìåðíûõ âåêòîðîâ èç Rn ñî çíà÷åíèÿìè èç {0, 1, . . . ,
p− 1}. Ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ F (y) îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Rn íà ìíîæåñòâî

âåðøèí n-ìåðíîãî p-è÷íîãî êóáà. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿ-

þùèé îãðàíè÷åíèÿì Ax ≤ c ñ ó÷åòîì ìèíèìèçèðóåìûõ êðèòåðèåâ F (Bx).

Äàííàÿ çàäà÷à åñòü n-êðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

è ÷àñòíûìè êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè, ÷åé âèä çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè

F (y). Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé Ax ≤ c ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ íåðàâåíñòâ òðàíñïîðòíîãî òèïà
∑

j∈R(i)

xj ≤ ci, i = 1,m, ãäå R(i) � ìíî-

æåñòâî èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ i-îé ñòðîêå áóëåâîé ìàòðèöû A, i = 1,m

, à âåêòîð Bx èìååò êîîðäèíàòû
∑

j∈G(i)

xj, i = 1, n, ãäå G(i) � ìíîæåñòâî èí-

äåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ i-îé ñòðîêå áóëåâîé ìàòðèöû B.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ

àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè êðèòåðèåâ

îïòèìàëüíîñòè [12], êîòîðûé òàêæå ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ çàäà÷, â

êîòîðûõ çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå êðè-
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òåðèåâ çàäà÷è, òàêæå áóäåò èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è âñåãî ìíîæåñòâà Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ

ðåøåíèé [13] (âåðøèí êóáà).

3.1 Àëãîðèòì ïîèñêà âñåõ ýôôåêòèâíûõ âåðøèí êóáà

Îïðåäåëåíèå. Ýôôåêòèâíîé âåðøèíîé [14] n-ìåðíîãî p-è÷íîãî êóáà

áóäåì íàçûâàòü òàêóþ âåðøèíó z0 = (z01, z
0
2, ..., z

0
n), äëÿ êîòîðîé f(z0) = 1,

è ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé âåðøèíû z1 = (z11, z
1
2, ..., z

1
n), z

0
i ≥ z1i , i = 1, n, äëÿ

êîòîðîé ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà êîìïîíåíòà j, z0j > z1j , f(z
1) = 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ âåðøèí êóáà îãðàíè-

÷èì îáëàñòü ïîèñêà, íàéäÿ ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïî êàæäîé êîì-

ïîíåíòå âåðøèíû, ïðè êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) ðàâíà 1. Ìîíîòîííîñòü ôóíê-

öèè f(z) ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü äâîè÷íûé ïîèñê ïî çíà÷åíèþ òåêóùåé ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé êîìïîíåíòå êóáà, çàôèêñèðîâàâ ïðè ýòîì îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ

êîìïîíåíò ðàâíûìè p−1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ãðà-

íè÷íîå çíà÷åíèå z∗j , j = 1, n è âåðøèíó zj = (p− 1, p− 1, ..., z∗j , ..., p− 1), j =

1, n. Íàéäåííûå âåðøèíû zj ïîìåñòèì â ìíîæåñòâî . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ

âåðøèí, èìåþùèõ çíà÷åíèÿ âñåõ êîìïîíåíò áîëüøèìè èëè ðàâíûìè çíà÷å-

íèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò â zj, ôóíêöèÿ f òàêæå áóäåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèå 1. Ïîýòîìó ýòè âåðøèíû èç äàëüøíåéøåãî ïîèñêà èñêëþ÷àþòñÿ, òàê

êàê îíè íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.

Òåîðåìà 1. Åñëè f(z∗) = 1, òî âåðøèíà z∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé

ýôôåêòèâíîé âåðøèíîé êóáà.

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå âåðøèíû

êóáà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîâìåñòíûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, à òåì

ñàìûì è ýôôåêòèâíûå âåðøèíû z
′
= (z

′

1, z
′

2, ..., z
′

n), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

z
′

j ≥ z∗j , j = 1, n.

Ôèêñèðóåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé âñåõ êîìïîíåíò, êðîìå j-é. Çíà÷åíèå ïåð-

âîé êîìïîíåíòû óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîêà íå äîñòèãíåò p − 1. Ïîñëå ýòîãî îíî

óìåíüøàåòñÿ äî z∗1 , è óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó çíà÷åíèå âòîðîé êîìïîíåíòû

âåðøèíû. Çàòåì ñíîâà ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû ïðè íîâîì

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âòîðîé. Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ âñåâîçìîæíûõ âàðè-

àíòîâ èçìåíåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíò, îíè óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàâíûìè

z∗1 è z
∗
2 ñîîòâåòñòâåííî, è óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó òðåòüÿ êîìïîíåíòà. Ïðè

ýòîì íîâîì çíà÷åíèè òðåòüåé êîìïîíåíòû íóæíî ïðîèçâåñòè ïîèñê ïðè âñå-
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âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðâîé è âòîðîé è ò. ä. Àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ, êîãäà

âñå íàáîðû çíà÷åíèé êîìïîíåíò, êðîìå j-îé, îò (z∗1, z
∗
2, ..., z

∗
j−1, zj, z

∗
j+1, ..., z

∗
n)

äî (p−2, p−1, ..., z, p−1, .., p−1) áóäóò ðàññìîòðåíû. ÌíîæåñòâîM íàçîâåì

ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ âåðøèí èëè âåðøèí, ¾ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýôôåêòèâ-

íîñòü¿.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî M íàéäåííûõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí ñîäåðæèò â

ñåáå âñå ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ [14] âåðøèí.

3.2 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå äëÿ êîíòðîëèðóåìûõ

ýëåìåíòîâ

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíòðîëèðóåìûìè ìîãóò áûòü ëþáûå ýëå-

ìåíòû ìíîæåñòâà K,K ⊆ V, |K| = q0. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ

êîíòðîëèðóåìûõ ýëåìåíòîâ âûáåðåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå [15] ôóíêöèè

χi(
∑

j∈Q(i)

xj, s
0
i , s

1
i , ..., , s

P
i ), îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå [Ai, Bi], ñî çíà÷åíèÿìè

èç ìíîæåñòâà {0, 1, ..., p}, ãäå svi , v = 0, 1, ..., p - ñîâîêóïíîñòü âëîæåííûõ äðóã

â äðóãà èíòåðâàëîâ, svi ⊆ sv+1
i , spi = [Ai, Bi], ïðè÷åì χi(

∑
j∈Q(i)

xj, s
0
i , s

1
i , ..., , s

P
i ) =

t, åñëè
∑

j∈Q(i)

xj ∈ sti è
∑

j∈Q(i)

xj /∈ st−1i [16]. Òàêèì îáðàçîì ââåäåííûå ôóíêöèè

ïðåäïî÷òåíèÿ îïðåäåëÿþò êà÷åñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ - ÷åì ìåíüøå èí-

òåðâàë, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííîãî ýëåìåíòîì ðåñóðñà,

òåì ¾ëó÷øå¿ âûïîëíåíû ïîæåëàíèÿ ýëåìåíòà. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-

ñîâ â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè òàêîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû Aj ≤
∑

i∈Q(j)

xi ≤ Bj, j ∈ V (1), ïðè êîòîðîì ôóíêöèè ïðåäïî÷òåíèé

ïðèíèìàþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ:

χi(
∑

j∈Q(i)

xj, s
0
i , s

1
i , ..., , s

P
i )→ min, i ∈ K.

4. Ðåàëèçàöèÿ ïðèëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíêòàìè

Ïðèëîæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíê-

òàìè áûëî íàïèñàíî íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C#. Ïîñëåäîâàòåëüíî áûëè

ðåàëèçîâàíû ìåòîä íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëàíà çàäà÷è è

ìåòîä ïîòåíöèàëîâ äëÿ ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè ïîñòðîåííîãî ïëàíà. Èíòåð-

ôåéñ ïðîãðàììû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ: îêíî äëÿ ãðàôè÷åñêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷è äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ; êíîïêà äëÿ ââîäà äàííûõ,

ïðè íàæàòèè êîòîðîé âñå äàííûå, âíåñåííûå ïîëüçîâàòåëåì â ïåðâóþ òàáëè-
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öó, áóäóò èñïîëüçîâàíû â çàäà÷å; îêíî äëÿ òàáëèöû ñî çíà÷åíèÿìè çàäà÷è,

åñëè ìåæäó äâóìÿ óçëàìè íåò òðàíñïîðòíîé ñâÿçè, òî êëåòêà çàïîëíÿåòñÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì; êíîïêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà, ïðè

íàæàòèè íà êîòîðóþ áóäåò ïðèìåíåí ìåòîä íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè è áóäåò

âûñ÷èòàí îïîðíûé ïëàí; òàáëèöà äëÿ äåìîíñòðàöèè îïîðíîãî ïëàíà è ïî-

ëå äëÿ îáùåé ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè; êíîïêà äëÿ îïòèìèçèðîâàíèÿ îïîðíîãî

ïëàíà, ïðè íàæàòèè íà êîòîðóþ ê îïîðíîìó ïëàíó áóäåò ïðèìåíåí ìåòîä

ïîòåíöèàëîâ, à íà âûõîäå ïîëó÷èì îïòèìàëüíûé îïîðíûé ïëàí; îêíî äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà, ïîëå îáùåé ñòîèìîñòè ïðè îïòèìàëüíîì

ïëàíå è êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.
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Çàêëþ÷åíèå. Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ðàññìîò-

ðåíû ïðèíöèïû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íà ïðè-

ìåðå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíêòàìè è èçó÷åíû ìåòîäû

èõ ðåøåíèÿ. Òàêæå ïðîâåäåí àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äàííîé çàäà-

÷è, èññëåäîâàíû ðàçíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ îïîðíîãî ïëàíà äëÿ ðåøåíèÿ

òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïóíêòàìè è èçó÷åí ìåòîä ïîòåíöè-

àëîâ äëÿ îïòèìèçàöèè íàéäåííîãî îïîðíîãî ïëàíà. Ñëåäñòâèåì âûïîëíåíèÿ

âñåõ çàäà÷ è äîñòèæåíèÿ öåëè ñòàëî ñîçäàíèå êîìïüþòåðíîãî ïðèëîæåíèÿ

íà ÿçûêå C#, ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ñ ïðîìåæóòî÷íû-

ìè ïóíêòàìè. Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ

ðàçíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷.
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