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Ââåäåíèå.Ãåîìåòðè÷åñêaÿ ÒÔÊÏ ñ÷èòàåòñÿ âaæíîé è ñîäåðæaòåëüíîé

÷añòüþ ìaòåìaòè÷åñêîãî aíaëèça. Îía èçó÷àåò aíaëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðå-

äåëÿåìûå êaêèì-ëèáî ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì, a òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå

ñâîéñòâa êëaññîâ aíaëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Áîëüøîé âêëaä â ðaçâèòèå çaðîæäaâøåéñÿ òåîðèè ñäåëaë Ê. Êaðaòåîäîðè.

Îí äîêaçaë òåîðåìó î ñõîäèìîñòè îáëañòåé ê ÿäðó.

Â 1923 ãîäó Ê. Ëåâíåð ïðåäñòaâèë ïaðaìåòðè÷åñêèé ñïîñîá, ïîëó÷èâ ñ

ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ Êaðaòåîäîðè î ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâa îáëañòåé ê ÿä-

ðó ÄÓ äëÿ ñåìåéñòâa ôóíêöèé, ñõîäÿùåãîñÿ ê äaííîé îäíîëèñòíîé ôóíêöèè.

Ïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì óäaëîñü ïîëó÷èòü ðÿä òî÷íûõ îöåíîê, a â ìíîãèõ

äðóãèõ ñëó÷aÿõ, ïðîèíòåãðèðîâaâ óðaâíåíèå Ëåâíåða, íaéòè ýêñòðåìaëüíûå

ôóíêöèè. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïaðaìåòðó ïðèìåíÿëè â ñâîèõ ðaáîòaõ Ã.Ì.

Ãîëóçèí, È.Å. Áaçèëåâè÷, Ï.Ï. Êóôaðåâ, È.A. Aëåêñaíäðîâ, Ì.Ð. Êóâaåâ,

Â.È.Ïîïîâ, Â.ß. Ãóòëÿíñêèé è äðóãèå. Ñ ðaçíûìè ïîäõîäaìè ê îáîñíîâaíèþ

è ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèìåíåíèÿìè ýòîãî ìåòîäa ìîæíî îçíaêîìèòüñÿ ïî ìî-

íîãðaôèÿì Ã.Ì. Ãîëóçèía, Â.Ê. Õåéìaía, È.A. Aëåêñaíäðîâa.

Îñíîâíîé ìîòèâ ìaãèñòåðñêîé ðaáîòû ïî÷åðêíóò èç ìîíîãðàôèè È.A.

Aëåêñaíäðîâà.

Ìaãèñòåðñêaÿ ðaáîòa ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëaâ, 1-aÿ ãëaâa ðaç-

áèòa ía ÷åòûðå ïaðaãðaôa, 2-aÿ ãëaâa ðaçáèòa ía øåñòü ïaðaãðaôîâ, 3-üÿ

ãëaâa ñîñòîèò èç ïÿòè ïaðaãðaôîâ, 4-aÿ ãëaâa ðaçáèòa ía ïÿòü ïaðaãðaôîâ,

çaêëþ÷åíèÿ è ñïèñêa èñïîëüçîâaííûõ èñòî÷íèêîâ. Â ðaáîòå ñîäåðæaòñÿ ðè-

ñóíêè.

Â 1-îé ãëaâå ìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÿäðî ïîñëåäîâaòåëüíîñòè îáëañòåé

{Bn} è ïðîäåìîíñòðèðóåì ía ïðèìåðå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâaòåëüíîñòè îáëa-

ñòåé ê ÿäðó îòíîñèòåëüíî òî÷êè ω0, a òaêæå ââåäåì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâaòåëüíîñòè îáëañòåé ê ÿäðó.

Âî 2-îé ãëaâå âûÿñíèì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ñåìåéñòâî îáëañòåé Ëåâ-

íåða.

Ïóñòü ∆(λ) ñåìåéñòâî îáëañòåé Ëåâíåða è

∆(λ) = ∆\
n⋃
k=1

(Lk\Lk(λk)),

2



ãäå λ = (λ1, ..., λn)- ëþáàÿ òî÷êa ïîëóçaìêíóòîãî n- ìåðíîãî ïaðaëëåëåïèïåäa

Λ = {λ1, ..., λn} : 0 ≤ λk ≤ λ0k, k = 1, ..., n.

Äîêaæåì òåîðåìó î äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðaæåíèé ïî ïaðaìåòðó.

Â 3-åé ãëaâå, ìû èçó÷èì ïaðaìåòðè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ â òåîðèè îäíî-

ëèñòíûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì â ðaññìîòðåíèå óðaâíåíèå Ëåâíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè.

Äàëåå, ðàññìîòðèì êëaññû ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé H, a òaê-

æå êëaññû H̃,HL, H
r
L. È èçâëåêåì îöåíêè êðèâèçíû ëèíèé óðîâíÿ è èõ îðòî-

ãîíaëüíûå òðaåêòîðèè ía êëaññå H

|K∗(f)| ≤ 1

Imz
(
Imf(z)

Imz
− Imz

Imf(z)
), z = x+ iy,

ãäå K íåïîñðåäñòâåííî ìîæåò ïðèíèìaòü ëþáîå èç ñëåäóþùèõ çía÷åíèé

K(f, y) =
1

|f ′(z)|
Im

f ′′(z)

f ′(z)
, Imz = y,

K∗(f, z) =
1

|f ′(z)|
Re

f ′′(z)

f ′(z)
, Rez = x.

Â 4-îé ãëaâå âî âíèìàíèå ýêñòðåìaëüíûå ñâîéñòâa êëaññîâ HL, H
r
L è èõ

ïîäêëaññîâ.

Â äaííîé ãëaâå ìû èçó÷èì ìíîæåñòâa çía÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ðaçëîæå-

íèÿ ôóíêöèé f(z) = z + c1z
−1 + c2z

−2 + ... êëaññîâ HL, H
r
L.

Äîêaæåì òåîðåìó î âçaèìíîì ðîñòå {f1} è äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ía Hr
L

è ðaññìîòðèì ía ðèñóíêaõ.

Â çaêëþ÷åíèè ýòîé ãëaâû ïîêaæåì, ÷òî ôèêñèðîâaíèå âåëè÷èíû c1 =

= {f}1 ó ôóíêöèé f(z) êëañña H1 îêaçûâaåò îãðaíè÷èâaþùåå âëèÿíèå òaêæå

ía ðîñò íåêîòîðûõ ôóíêöèîíaëîâ, õaðaêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå f(z) âíóòðè

îáëañòè îïðåäåëåíèÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.Ïóñòü äàíà íåêàÿ ïëîñêîñòü Cω, íà êî-

òîðîé îòìå÷åíà òî÷êà ω0 è çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîëüíûõ îáëà-

ñòåé Bn, ãäå n = 1, 2, .... Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñåì îáëàñòÿì Bn, ãäå n = 1, 2, ...,

çà èñêëþ÷åíèåì ðàçâå ëèøü èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà, ïðèíàäëåæèò íåêàÿ îêðåñò-
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íîñòü òî÷êè ω0, òî åñòü êðóã

{ω : |ω − ω0| < ρ}, ρ > 0,

åñëè ω0-êîíå÷íàÿ òî÷êà, è îáëàñòü {ω : |ω| > R}, R > 0, åñëè ω0 =∞.

Îïðåäåëåíèå. ßäðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bn} îòíîñèòåëüíî òî÷êè

ω0 íàçûâàþò îáëàñòü B, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì òð¼ì óñëîâèÿì:

1) B 3 ω0;

2) âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç B ïðèíàäëåæèò âñåì îáëàñòÿì Bn, íà-

÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà (òî åñòü, êàêîâî áû íè áûëî çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî ε ⊂ B, íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε) òàêîå, ÷òî Bn ⊃ ε

ïðè n > N);

3) ëþáàÿ îáëàñòü B, äëÿ êîòîðîé áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ 1 è 2, ïðè-

íàäëåæèò îáëàñòè B.

Íàçîâåì öåíòðîì ÿäðà òî÷êó ω0, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ÿäðî.

Öåíòðîì ÿäðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Bn} ìîæåò áûòü êàæäàÿ òî÷êà, ïðè-
íàäëåæàùàÿ âñåì Bn, ãäå n = 1, 2, ... íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, è òîëüêî

òàêàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bn} ñõîäèòñÿ ê ÿäðó
B îòíîñèòåëüíî òî÷êè ω0, åñëè ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {Bn} èìååò ÿäðî îòíîñèòåëüíî òî÷êè ω0 òàêæå îáëàñòü B, è

â òàêîì ñëó÷àå ïèøóò: {Bn} → Kerω=ω0
{Bn}.

Òåîðåìà 1.1. Âñÿêàÿ ñòÿãèâàþùàÿ ê îáëàñòè B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Bn} èìååò ñâîèì ÿäðîì îáëàñòü B è ñõîäèòñÿ ê íåé êàê ê ÿäðó îòíîñè-

òåëüíî ëþáîé ôèêñèðîâàííîé â B òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññîì S íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãîëîìîðôíûõ

îäíîëèñòíûõ â êðóãå E = {z : |z| < 1} ôóíêöèé f(z), íîðìèðîâàííûõ óñëî-

âèÿìè: f(0) = 0, f ′(0) = 1.

Òåîðåìà 1.2 (î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé ê ÿäðó).

Ïóñòü

1) Bn(n = 1, 2, ...)-îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â Cω, Bn 6= Cω;

2) Bn 3 0(n = 1, 2, ...).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = fn(z), fn(0) = 0, f ′n(0) > 0, ãîëîìîðôíóþ îäíîëèñò-

íóþ â êðóãå E ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ E íà Bn.

Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(z)(n = 1, 2, ...) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

âíóòðè E ê êîíå÷íîé ôóíêöèè;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé Bn(n = 1, 2, ...) ñõîäèòñÿ ê ÿäðó îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè ω = 0, îòëè÷íîìó îò Cω;

Êðîìå òîãî,

3) åñëè f(z) = limn→∞ fn(z) ≡ 0, òî Ker {Bn} = {0};
3.1) åñëè f(z) 6= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé Bn(n = 1, 2, ...) ñõî-

äèòñÿ ê íåâûðîæäåííîìó ÿäðó, ÿâëÿþùåìóñÿ îáðàçîì êðóãà E ïðè

îòîáðàæåíèè ω = f(z);

4) åñëè Ker{Bn} = {0}, òî f(z) ≡ 0;

4.1) åñëè Ker{Bn} íåâûðîæäåíî è íå ðàâíî Cω, òî ôóíêöèÿ f(z) ãîëî-

ìîðôíà è îäíîëèñòíà â êðóãå E è îòîáðàæàåò åãî íà ÿäðî, ïðè÷åì

f(0) = 0, f ′(0) > 0, à ôóíêöèè φn(ω) = f−1n (ω) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ

âíóòðè ÿäðà ê ôóíêöèè φ(ω) = f−1(ω), φ(0) = 0, φ′(0) > 0, çàäàííîé â

ÿäðå.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü B íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ñåìåéñòâà îáëàñòåé

B(t), t ∈ T , ïðè t = t0 îòíîñèòåëüíî òî÷êè ω0, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå òðè óñëîâèÿ.

1) B 3 ω0;

2) êàêîâî áû íè áûëî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ε èç B, íàéäåòñÿ ëþáîå ïî-

ëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε = ε(ε), òàêîå, ÷òî ε ïðèíàäëåæèò âñåì B(t) ïðè

|t − t0| < ε, t ∈ T, t 6= t0, åñëè t0 6= ∞, è âñåì îáëàñòÿì B(t) ïðè

ε < t <∞, åñëè t0 =∞;

3) âñÿêàÿ îáëàñòü B̃, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2, ïðèíàäëåæèò

îáëàñòè B.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî îáëàñòåé B(t) ñõîäèòñÿ êàê ê

ÿäðó îáëàñòè B ïðè t = t0 îòíîñèòåëüíî òî÷êè ω = ω0, åñëè äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {B(tn)}, ãäå tn ∈ T (n = 1, 2, ...), tn 6= t0, {tn} → t0,
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îáëàñòü B ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ñ öåíòðîì ω0, è â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò:

B(t)→ Kerω=ω0
B(t), t = t0.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü

(1) B(t), t ∈ T - îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â Gω, B(t) 6= Cω, t ∈ T ;

(2) B(t) 3 0, t ∈ T .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = f(z, t), f(0, t) = 0, f ′z(0, t) > 0, ãîëîìîðôíóþ îäíî-

ëèñòíóþ â åäèíè÷íîì êðóãå E ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèþ, îòîáðàæàþ-

ùóþ E íà B(t).

Òîãäà óñëîâèÿ à, á, â ýêâèâàëåíòíû:

à) ôóíêöèÿ f(z, t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî z âíóòðè E ïî

t ïðè t = t0, t0 ∈ T ;
á) ñåìåéñòâî îáëàñòåé B(t) ñõîäèòñÿ ê ÿäðó ê îáëàñòè B(t0) ïðè t = t0.

Êðîìå òîãî,

â) ôóíêöèÿ

φ(ω, t) = f−1(ω, t)

(çäåñü f−1(ω, t) - îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f(z, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì t) ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ω âíóòðè B(t0) ïî t ïðè t = t0 è

φ(ω, t0) = f−1(ω, t0).

Ëåììà 1. Íà êàæäîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê

µk(λ
′
k, λ

′) (k = 1, ..., n), ôóíêöèÿ Φ(z, λ′, λ′′) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê z

ïðè λ′′ → λ′ ïî Λ+(λ′).

Ëåììà 2. Ïóñòü λ′ ∈ Λ è ôèêñèðîâàíî , à λ′′ → λ′

ïî Λ+(λ′).Òîãäà äóãà Γk(λ
′
k, λ

′′) ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó µk(λ
′
k, λ

′) è

µk(λ
′′
k, λ

′′)→ µk(λ
′
k, λ

′) (k = 1, ..., n).

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
τ ′′→τ ′

δk(τ
′, τ ′′) = δk(τ

′), 0 ≤ τ ′ < τ ′′ < τ 0 (k = 1, ..., n)
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òî ôóíêöèÿ F (ω, τ) ðàâíîìåðíî âíóòðè ∆(τ ′) äèôôåðåíöèðóåìà ïî τ ïðè

τ = τ ′ ñïðàâà è åå ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

∂F (ω, τ)

∂τ
= −F (ω, τ ′)

n∑
k=1

δk(τ
′)P (µk(τ ′)F (ω, τ ′))

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
τ ′→τ ′′

δk(τ
′, τ ′′) = δk(τ

′′ − 0), 0 < τ ′ < τ ′′ < τ 0 (k = 1, ..., n)

òî ôóíêöèÿ F (ω, τ) ðàâíîìåðíî âíóòðè ∆(τ ′′) äèôôåðåíöèðóåìà ïî τ ïðè

τ = τ ′′ ñëåâà è åå ëåâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

∂F (ω, τ)

∂τ
= −F (ω, τ ′′)

n∑
k=1

δk(τ
′′ − 0)P (µk(τ ′′ − 0)F (ω, τ ′′)).

Â òåõ òî÷êàõ, ãäå âñå φk(τ) (k = 1, .., n) íåïðåðûâíû, δk(τ) = δk(τ−
−0), µk(τ) = µk(τ −0), è ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèè

â òàêèõ òî÷êàõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

∂F (ω, τ)

∂τ
= −F (ω, τ)

n∑
k=1

δk(τ)P (µk(τ)F (ω, τ)).

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ z = F (ω, τ) ðàâíîìåðíî

âíóòðè ∆(τ ′) äèôôåðåíöèðóåìà ñïðàâà (ñëåâà) ïî τ ïðè τ = τ ′, 0 ≤ τ ′ <

< τ 0 (0 < τ ′ < τ 0), òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ω = Ψ(z, τ) ðàâíîìåðíî

âíóòðè E äèôôåðåíöèðóåìà ñïðàâà (ñëåâà) ïî τ ïðè τ = τ ′ è

∂Ψ(z, τ)

dτ
= −∂Ψ(z, τ ′)

dz

∂F (Ψ(z, τ ′), τ)

dτ

ãäå τ ′ < τ < τ 0(0 < τ < τ ′).

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ñåìåéñòâà îáëàñòåé ∆L(n)(n = 1, 2, ...), ïîëó÷åí-

íûõ èç ∆ ïðîâåäåíèåì n êóñî÷íî ãëàäêèõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðàç-

ðåçîâ, ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ ξ = F ∗(ω, t), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùàÿ îá-

ëàñòü ∆(t) íà Π+
ξ , ðàâíîìåðíî âíóòðè ∆(t) äèôôåðåíöèðóåìà ïî t âåçäå íà
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[0, t0], t0 = t(τ0), çà èñêëþ÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, è óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

∂ω

∂t
=

n∑
k=1

δ∗k
uk − ω

, 0 < t < t0, (1)

ãäå ôóíêöèè δ∗k = δ∗k(t) íåîòðèöàòåëüíû è δ∗1(t)+ ....+ δ∗n(t) = 1, à uk =

= uk(t) (k = 1, ..., n)-íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíê-

öèè íà [0, t0].

Óðàâíåíèå (1) íàçîâåì óðàâíåíèåì Ëåâíåðà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè.

Äàëåå, êëàññîì H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ

â Π+
ξ ôóíêöèé ω = f(ξ), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â Π+

ω è íîðìèðîâàííûõ

ñëåäóþùèì óñëîâèåì limξ→∞(f(ξ)− ξ) = 0, ξ ∈ Π+
ξ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé f(ξ) ∈ H, îòîáðàæàþùèõ

Π+
ξ íà (îäíîñâÿçíûå) îáëàñòè áåç âíåøíèõ â Π+

ω òî÷åê, ïîëó÷àþùèåñÿ èç Π+
ω

ïðîâåäåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà æîðäàíîâûõ ðàçðåçîâ (îáðàçóþùèõ ïîïàðíî

íåñâÿçíûå äåðåâüÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò îäèí êîðåíü íà îñè Imω = 0).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f(z) ∈ H̃. Òîãäà ñóùåñòâóþò t0 > 0 è âåùåñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ u = u(t), íåïðåðûâíàÿ âåçäå íà [0, t0], çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî

÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, òàêèå ÷òî f(z) = Φ(z, t0).

Êëàññîì HL íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé f(z) ∈ H, äîïóñêàþ-

ùèõ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R, R > 0, â ïîëóîêðåñòíîñòè K+
R = {z : |z| >

> R, z ∈ Π+
z } òî÷êè z =∞ ðàçëîæåíèå â ðÿä

f(z) = z +
c1
z

+
c2
z2

+ ..., (2)

×åðåç Hr
L îáîçíà÷èì ïîäêëàññ âñåõ ôóíêöèé èç HL ñ âåùåñòâåííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè â ðàçëîæåíèè (2).

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü t0, t0 > 0 -ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî

è u = u(t)-âåùåñòâåííàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, t0] áåç òî÷åê

ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.22) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ω|t=0 = z ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ ω = Φ(z, t), êîòîðàÿ ïðè êàæäîì t ∈ (0, t0]

êàê ôóíêöèÿ z, z ∈ Π+
z , ïðèíàäëåæèò êëàññó Hr

L.
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Òåîðåìà 3.4. Åñëè f(ξ) ∈ H, òî

lim f(z) ≥ Imz, (3)

| ln f ′(z)| ≤ Imf(z)

Imz
, (4)

â ëþáîé ôèêñèðîâàííî òî÷êå z ∈ Π+
z . Îöåíêè (3), (4) òî÷íû è çíàê

ðàâåíñòâà â (4) èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé

ω = f(ξ) = Rez + [(ξ −Rez)2 − h2]1/2 ∈ H, h > 0, (5)

îòîáðàæàþùèõ Π+
ξ íà îáëàñòè, ïîëó÷àåìûå èç Π+

ω ïðîâåäåíèåì ïðÿìî-

ëèíåéíîãî, ïàðàëåëüíîãî ìíèìîé îñè ðàçðåçà äëèííîé âûõîäÿùåãî èç òî÷êè

ω = Rez, ðàâåíñòâî â (3) èìååò ìåñòî ëèøü äëÿ f(ξ) = ξ.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îðòîãîíàëüíûõ ê íèì òðàåêòîðèé

L∗(f, x), −∞ < x < ∞, èìåÿ ââèäó, ÷òî êàæäàÿ ëèíèÿ L∗(f, x) åñòü

îáðàç ïîëóïðÿìîé {z : Rez = x, x = const, Imz > 0} ïðè îòîáðàæåíèè

ω = f(z) êëàññà H. Â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, êîãäà Cω åñòü

ïëîñêîñòü òå÷åíèÿ, à z = f−1(ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

òå÷åíèÿ, L(f, y) - ëèíèÿ òîêà, L∗(f, x) - ëèíèÿ ðàâíûõ ïîòåíöèàëîâ. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç K(f, y), K∗(f, x) êðèâèçíó ëèíèè L(f, y), L∗(f, x), ñîîòâåòñòâåííî

ïðè îòîáðàæåíèè f(z) ∈ H â òî÷êå f(z). Óñòàíîâèì, ÷òî

K(f, y) =
1

|f ′(z)|
Im

f ′′(z)

f ′(z)
, Imz = y, (6)

K∗(f, z) =
1

|f ′(z)|
Re

f ′′(z)

f ′(z)
, Rez = x. (7)

Ïîä K∗(f) áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ èç âåëè÷èí K(f, y), K∗(f, x).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü f ∈ H. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî z ∈ Π+
z

|K∗(f)| ≤ 1

Imz
[
Imf(z)

Imz
− Imz

Imf(z)
], z = x+ iy. (8)
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè íåêîòîðàÿ äóãà ëèíèè L(f, y), f ∈ H, y > 0, ëåæèò

â ïîëîñå {ω : y ≤ Imω ≤ ay, a > 1} òî âäîëü âñåé ýòîé äóãè

|K(f, y)| ≤ 1

y
(f − 1

a
).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå ω ëèíèè L(f, y), f ∈ H, y > 0,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |K(f, y)| ≥ k0 > 0, òî

Imω ≥ k0y
2[

1

2
+ (1 +

4

k20y
)1/2].

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè â òî÷êå ω, Imω = h > 0, íåêîòîðîé ëèíèè óðîâíÿ

ôóíêöèé f ∈ H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |K(f, y)| ≥ k0 > 0, ÷òî ýòà ëèíèÿ

ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé {z : Imz = y, y > 0}, ãäå y ≤ h(1 + k0h)−1/2.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè â òî÷êå ω = f(z), f ∈ H, Imω = h, h > 0, ëèíèè

L(f, y), 0 < y < h, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |K(f, y)| ≥ k0 > 0, òî

|f ′(z)| < 2

k0y
ln
h

y
.

Êëàññîì H1 íàçîâåì ïîäêëàññ êëàññà H âñåõ ôóíêöèé f(z), ïðè z →
→∞, z ∈ Π+

z , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim z[f(z)− z] = {f}1.

Î÷åâèäíî, HL ⊂ H1, H
r
L ⊂ H1, ïðè÷åì åñëè f(z) ∈ HL(Hr

L) è f(z) = z+

+
∑∞

k=1 ckz
−k, òî {f}1 = c1.

Ëåììà 1. Ïîäêëàññ H̃ âñþäó ïëîòåí â Hr
L êàê â òîïîëîãèè ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè âíóòðè Π+
z , òàê è â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â

îêðåñòíîñòè òî÷êè z =∞.

Ëåììà 2.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |hn(z)|∞n=1 ôóíêöèé hn(z) ∈ H̃, hn(z) = z +

+
∑∞

k=1 c
(n)
k z−k, ñõîäèòñÿ ê h(z) ∈ Hr

L, h(z) = z +
∑∞

k=1 ckz
−k, ðàâíîìåðíî

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞. Òîãäà ïðè ëþáîì m,m = 1, 2, ...,

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå limn→∞ c
(n)
m = cm.
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Òåîðåìà 4.1 (Ñåëëÿõîâà, Ñîáîëåâ).Íà êëàññå Hr
L(c1), c1 < 0, ôóíêöèé

f(z) = z +
c1
z

+
c2
z2

+ ... (9)

èìåþò ìåñòî îöåíêè

c3 ≤
c22
c1
− 1

2
c21, (10)

c5 ≤
c42
c31

+
1

2
c31 − 2, 82c22. (11)

Îöåíêà (10) òî÷íàÿ, ðàâåíñòâî â íåé ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿìè

f0(z) = u0 + [(z − u0)2 + 2c1]
1/2 ∈ Hr

L(c1), u0 = const, Imuo = 0. (12)

Ñëåäñòâèå. Íà êëàññå Hr
L(c1), c1 < 0 ôóíêöèé f(z) ñ ðàçëîæåíèåì (9)

ïðè p = 1, 2 èìåþò ìåñòî òî÷íûå îöåíêè

c2p+1 ≤ (−1)p
(2p− 1)!!

(p+ 1)!
cp+1
1 . (13)

Â ðàáîòå ââåäåí ïîäêëàññ H∗rL = H∗
⋂
Hr
L. Íàïîìíèì, ÷òî âñå êîýôôèöè-

åíòû ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ z−1 â ðàçëîæåíèè f(z) ∈ H∗rL â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z =∞ ðàâíû íóëþ. ×òî êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, òî èõ îöåíêè â

çàâèñèìîñòè îò c1 äàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 4.2 (Ñåëëÿõîâà, Ñîáîëåâ). Íà êëàññå H∗rL (c1), ôóíêöèé

f(z) = z + c1z
−1 + c3z

−3 + ... òî÷íûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ c2p+1 (p =

= 1, 2, ...) äàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (13); ýêñòðåìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(z) = (z2 + 2c1)
1/2 ∈ H∗rL (c1).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü Dn(c1), c1 < 0 (n = 2, 3, ..), îçíà÷àåò ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé {f}n íà êëàññå Hr
L(c1) ôóíêöèé f(z). Òîãäà ïðè ëþáîì p = 1, 2, ....

D2p(c1) = (−∞,∞) (14)
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è â îáîçíà÷åíèÿõ

A2p+1 = A2p+1(c1) = (−1)p
(2p− 1)!!

(p+ 1)!
cp+1
1 (15)

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

D2p+1(c1) ⊃ (−∞, A2p+1].

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü Rn = Rn(c1) è In = In(c1) (n = 2, 3, ...), îçíà-

÷àþò ìíîæåñòâà çíà÷åíèé Re{f}n è Im{f}n ñîîòâåñòâåííî íà êëàññå

HL(c1), c1 < 0, ôóíêöèé f(z). Òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ (15)

1) ïðè n = 0 (mod 4) Rn = (−∞,∞), In ⊃ (−∞, 0];

2) ïðè n = 1 (mod 4) Rn = (−∞, An], In = (−∞,∞);

3) ïðè n = 2 (mod 4) Rn = (−∞,∞), In ⊃ [0,∞);

4) ïðè n = 3 (mod 4) Rn = (−∞,∞), In = (−∞,∞).

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü Fn = Fn(c1, c2)(n = 3, 4, ..) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé {f}n íà êëàññå Hr
L(c1, c2) ôóíêöèé f(z). Òîãäà äëÿ p = 2, 3, ...

1) åñëè c2 = 0, òî F2p = (−∞,∞),

è â îáîçíà÷åíèÿõ

Bn = Bn(c1, c2) = −(n− 1)!

[(n+1)/2]∑
m=1

(−c1)m
(c2/c1)

n−2m+1

m!(2m− 2)!!(n− 2m+ 1)!

(16)

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

2) åñëè c2 > 0, òî F2p ⊃ [B2p,∞);

3) åñëè c2 < 0, òî F2p ⊃ (−∞, B2p];

4) F2p−1 ⊃ (−∞, B2p−1].

Òåîðåìà 4.6. Íà êëàññå H(c1) èìååò ìåñòî òî÷íàÿ îöåíêà

Imf(z) ≤ [(Imz)2 − 2c1]
1/2, z ∈ Π+

z . (17)

Çàêëþ÷åíèå.Â ïðåäñòàâëåííîé ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ìû ðaññìîòðåëè ÿä-

ðî ïîñëåäîâaòåëüíîñòè îáëañòåé {Bn} è ðàññìîòðåëè ïðèìåðû, êîòîðûå ñòàëè
óáåäèòåëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé ñõî-

12



äèòñÿ ê ÿäðó îòíîñèòåëüíî òî÷êè ω0. Ââåëè òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-

âaòåëüíîñòè îáëañòåé ê ÿäðó.

Äàëåå, èçó÷èëè ñåìåéñòâî îáëañòåé Ëåâíåðà. Èñïîëüçîâàâ ýòî äîêàçàëè

òåîðåìó î äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðaæåíèé ïî ïaðaìåòðó.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷èëè îöåíêè êðèâèçíû ëèíèé óðîâíÿ è èõ îðòîãîíaëüíûå

òðaåêòîðèè ía êëaññå H

|K∗(f)| ≤ 1

Imz
(
Imf(z)

Imz
− Imz

Imf(z)
), z = x+ iy,

ãäå K íåïîñðåäñòâåííî ìîæåò ïðèíèìaòü ëþáîå èç ñëåäóþùèõ çía÷åíèé

K(f, y) =
1

|f ′(z)|
Im

f ′′(z)

f ′(z)
, Imz = y,

K∗(f, z) =
1

|f ′(z)|
Re

f ′′(z)

f ′(z)
, Rez = x.

Èç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, äîêàçàëè òåîðåìó î âçaèìíîì ðîñòå {f1} è
äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ ía Hr

L è ðaññìîòðåëè ía ðèñóíêaõ.

Â çàêëþ÷åíèè, ïîêàçàëè, ÷òî ôèêñèðîâaíèå âåëè÷èíû c1 = {f}1 ó ôóíê-
öèé f(z) êëañña H1 îêaçûâaåò îãðaíè÷èâaþùåå âëèÿíèå òaêæå ía ðîñò íåêî-

òîðûõ ôóíêöèîíaëîâ, õaðaêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå f(z) âíóòðè îáëañòè îïðå-

äåëåíèÿ.
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