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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ñîâðåìåííîé æèçíè ñòàëè àêòóàëüíûìè âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Åñòü òðè áàçîâûõ

âèäà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé: ìîäåëè ïåðåêðåñòíûõ äàííûõ, ìîäåëè âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ è ìîäåëè ïàíåëüíûõ äàííûõ. Ýêîíîìè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå è ãåî-

ãðàôè÷åñêèå åäèíèöû ìîãóò èçó÷àòüñÿ â êîíòåêñòå èõ ýâîëþöèè âî âðåìåíè.

ARCH-ìîäåëü îïèñûâàåò ðåãðåññèîííûå ìîäåëè âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ óñëîâ-

íî ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé îøèáêîé. Îíà áûëà ðàçðàáîòàíà ñóãóáî èç ïðàêòè÷å-

ñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèÿ àêöèé áûëè âûÿâëåíû âðåìåí-

íûå êëàñòåðû è ïîñòðîåíû êëàññèôèêàöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðîõîäÿùèõ

ñ àêöèÿìè. Â ñîâðåìåííîé ýêîíîìåòðèêå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîäèôèêàöèé

ìîäåëåé ARCH è GARCH, íåêîòîðûå ïðèìåíèòåëüíî ê ïàíåëüíûì äàííûì.

Ïðàêòè÷åñêè íè îäíî ñîâðåìåííîå èññëåäîâàíèå ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà â

îáëàñòè ôèíàíñîâûõ ñîâðåìåííûõ ðÿäîâ íå îáõîäèòñÿ áåç ARCH è GARCH-

ìîäåëåé.

Îñîáåííîñòüþ ñîâðåìåííûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñëå-

äóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ: ó÷åò âçàèìîñâÿçè ìåæäó åäèíèöàìè íàáëþäåíèÿ ñ

ïîìîùüþ âåñîâûõ ìàòðèö, ó÷åò êàê ïðîñòðàíñòâåííûõ, òàê è âðåìåííûõ ýô-

ôåêòîâ, íàëè÷èå îáðàòíûõ ñâÿçåé, ó÷èòûâàåìûõ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îäíîâðå-

ìåííûõ óðàâíåíèé, íàëè÷èå ðåæèìîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó âèäàìè ìîäåëåé.

Ïåðâîé èç óïîìÿíóòûõ ñîñòàâëÿþùèõ óäåëåíî âíèìàíèå â ýòîé ðàáîòå.

Öåëüþ áàêàëàâðñêîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ îöåíèâà-

íèÿ ïàðàìåòðîâ ARCH è GARCH-ìîäåëåé ïðèìåíèòåëüíî ê ðîññèéñêèì ðå-

ãèîíàëüíûì äàííûì ïî íåêîòîðûì ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèì ïîêàçàòåëÿì.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � âðåìåííûå ðÿäû.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ýêîíîìåòðè÷å-

ñêèå ìîäåëè äëÿ ðîñòà ÂÂÏ, ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ, ïðèðîñòà íàñåëåíèÿ è äîëè

ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäó-

þùèå çàäà÷è:

� ðàññìîòðåòü ìîäåëü ïàðíîé ðåãðåññèè è îñíîâíûå ãèïîòåçû, ñâÿçàííûå

ñ ýòîé ìîäåëüþ;

� îïðåäåëèòü îñíîâíûå ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ìîäåëè ìíîæåñòâåí-

íîé ðåãðåññèè, îïèñàòü ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ îöåíîê å¼ ïàðàìåòðîâ;
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� ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè äëÿ ïàíåëüíûõ äàííûõ;

� èçó÷èòü ïîíÿòèå ñòàöèîíàðíîñòè âðåìåííûõ ðÿäîâ è ñìåæíûå âîïðîñû;

� ðàññìîòðåòü ìåòîäû ïðèâåäåíèÿ ðÿäà ê ñòàöèîíàðíîìó;

� ðàññìîòðåòü ARCH è GARCH-ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè DCC-GARCH � ïðî-

ñòðàíñòâåííóþ ìîäèôèêàöèþ GARCH;

� ñîçäàòü êîä, ïîçâîëÿþùèé ïðîãðàììíî îöåíèòü ïàðàìåòðû ARCH-ìîäåëè;

� ïðîâåñòè àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîìèìî ïðî÷åãî, áóäåò ñî-

çäàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ARCH-ìîäåëåé äëÿ èñ-

êóññòâåííî ñãåíåðèðîâàííûõ äàííûõ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü èíäåêñà ÂÂÏ â

ðåãèîíàõ îò òîãî æå ïîêàçàòåëÿ â ãåîãðàôè÷åñêè èëè ýêîíîìè÷åñêè áëèç-

êèõ ðåãèîíàõ, äîëè ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ, ìèãðàöèîííîãî ïðèðîñòà âíóòðè

ðåãèîíà è ïëîòíîñòè íàñåëåíèÿ. Ìîäåëü êàëèáðîâàíà íà îñíîâå äàííûõ, ïî-

ëó÷åííûõ ñ ïîðòàëà www.gks.ru è ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ

âíóòðåííåãî âàëîâîãî ïðîäóêòà ðåãèîíà, ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàöèè ðåãèî-

íîâ ñ ó÷åòîì ÂÂÏ, âûÿâëåíèÿ ñïåöèôè÷åñêèõ ýôôåêòîâ êàæäîãî ðåãèîíà

ïðèìåíèòåëüíî ê ÂÂÏ. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò è ïðîàíàëèçèðîâàíû

ïî ðåàëüíûì ñîâðåìåííûì ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèì äàííûì çàâèñèìîñòè

ìåæäó âûøåïåðå÷èñëåííûìè ïîêàçàòåëÿìè. Ðåçóëüòàòàì äàíà ñîäåðæàòåëü-

íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå áàêàëàâðñêîé ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, ñåìè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ,

ñîäåðæàùåãî 20 íàèìåíîâàíèé, è äâóõ ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû

ñîñòàâëÿåò 40 ñòðàíèö.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ôîðìóëèðóåòñÿ

öåëü ðàáîòû è ðåøàåìûå çàäà÷è, îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïàðíîé ðåãðåññèè.

Ïîäãîíêà êðèâîé.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîäîáðàòü (¾ïîäîãíàòü¿) ôóíêöèþ Y = f(X) èç ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé f(X, β), ¾íàèëó÷øèì¿ ñïîñîáîì îïèñûâà-

þùóþ çàâèñèìîñòü Y îò X.
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Â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè f(X, β) îò íàáîðà íàáëþäåíèé ìîæ-

íî âçÿòü:

1. ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé F =
n∑
t=1

(Yt − f (Xt, β))2,

2. ñóììó ìîäóëåé îòêëîíåíèé F =
n∑
t=1
|Yt − f (Xt, β)|,

3. F =
n∑
t=1

g (Yt − f (Xt, β)), ãäå g � ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå îòêëîíåíèÿ Yt −

f (Xt, β), âõîäÿùåãî â ôóíêöèîíàë F .

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.

Ìîäåëü çàâèñèìîñòè Yt îò Xt ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Yt = a+ bXt + εt, t = 1, . . . , n,

ãäå Xt � íåñëó÷àéíàÿ (äåòåðìèíèðîâàííàÿ) âåëè÷èíà, a Yt, εt � ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû. Yt íàçûâàåòñÿ îáúÿñíÿåìîé (çàâèñèìîé) ïåðåìåííîé, aXt � îáúÿñ-

íÿþùåé (íåçàâèñèìîé) ïåðåìåííîé èëè ðåãðåññîðîì. Óðàâíåíèå, ïðèâåäåííîå

âûøå, òàêæå íàçûâàåòñÿ ðåãðåññèîííûì óðàâíåíèåì.

Îñíîâíûå ãèïîòåçû

1. Yt = a+ bXt + εt, t = 1, . . . , n, � ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè.

2. Xt � äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà; âåêòîð (X1, . . . , Xt)
′ íå êîëëèíåàðåí

âåêòîðó r = (1, ..., 1)′.

3. Åεt = 0, Å(ε2t ) = V(εt) = σ2� íå çàâèñèò îò t.

4. E(εtεs) = 0 ïðè t 6= s, íåêîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê äëÿ ðàçíûõ íàáëþ-

äåíèé.

×àñòî äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå:

5. Îøèáêè εt, t = 1, . . . , n, èìåþò ñîâìåñòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: εt
∼ N(0, σ2).

Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé.
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Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè äèñïåðñèè îøèáêè îò íîìåðà íàáëþäåíèÿ (îò ðå-

ãðåññîðà Xt): E(ε2t ) = V(εt) = σ2, t = 1, . . . , n, íàçûâàåòñÿ ãîìîñêåäàñòè÷íî-

ñòüþ.

Óñëîâèå E(εtεs) = 0, t 6= s óêàçûâàåò íà íåêîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê äëÿ

ðàçíûõ íàáëþäåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ãîâîðÿò îá

àâòîêîððåëÿöèè îøèáîê.

Äàëåå â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, σ2:

1. ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû

Ãàóññà-Ìàðêîâà.

b̂ =
n

∑
XtYt − (

∑
Xt)(

∑
Yt)

n
∑
X2
t − (

∑
Xt)

2 ,

â =
1

n

∑
Yt−

1

n

∑
Xtb̂ = Y −Xb̂.

À òàêæå îöåíêà σ2:

σ̂2 =
1

n− 2

∑
e2t

2. ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

b̂ML =

∑
xtyt∑
x2t

; âML = Y − b̂MLX; σ̂2ML =
1

n

∑
e2t .

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè.

Îíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè:

yt = β1xt1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + εt, t = 1, . . . , n,

ãäå xtp � çíà÷åíèÿ ðåãðåññîðà xp â íàáëþäåíèè t, à xt1 = 1, t = 1, . . ., n.

Îñíîâíûå ãèïîòåçû

Ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, ÿâëÿþòñÿ

åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëè ïàðíîé ðåãðåññèè:

1. yt = β1 + β2xt2 + · · ·+ βkxtk + εt, t = 1, . . . , n,� ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè.

2. xt1, . . ., xtk-� äåòåðìèíèðîâàííûå âåëè÷èíû. Âåêòîðû xs = (x1s, . . ., xns)
′,

s = 1, ..., k ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Rn.

3 � 5 ñîâïàäàþò ñ ãèïîòåçàìè ïàðíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.
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Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé.

Äàëåå â ðàçäåëå îöåíèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

β̂OLS = (X ′X)
−1
X ′y − ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,

σ̂2 =
e′e

n− k
=

∑
e2t

n− k
À òàêæå ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ îáùåãî âèäà H0 :

Hβ = r, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñòàòèñòèêè:

F =
(Hβ̂ − r)′(H(X ′X)−1H ′)

−1
(Hβ̂ − r)/q

e′e/(n− k)
∼ F (q, n− k).

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïàíåëüíûì äàííûì.

Ïàíåëüíûå äàííûå ñîñòîÿò èç ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé îäíèõ è òåõ æå âû-

áîðî÷íûõ åäèíèö, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåðèîäû âðå-

ìåíè.

Îáîçíà÷åíèå è îñíîâíûå ìîäåëè.

Ïóñòü yit � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé åäèíèöû i â ìîìåíò

âðåìåíè t, xit � íàáîð îáúÿñíÿþùèõ (íåçàâèñèìûõ) ïåðåìåííûõ (âåêòîð ðàç-

ìåðíîñòè k) è εit � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îøèáêà, i = 1, ..., n, t = 1, ..., T . Ïðè

ïåðåõîäå ê âåêòîðàì èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

yi =

yi1...
yiT

 , Xi =

x
′
i1
...

x′iT

 , εi =

εi1...
εiT

 .
Ââîäÿòñÿ òàêæå "îáúåäèíåííûå" íàáëþäåíèÿ è îøèáêè:

y =

y1...
yT

 , X =

x
′
1
...

x′T

 , ε =

ε1...
εT

 .
(Çäåñü y, ε− nT × 1 âåêòîðû, X − nT × k ìàòðèöà.)

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü � ýòî îáû÷íàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè

y = Xβ + ε,
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êîòîðàÿ, ïî ñóòè, íå ó÷èòûâàåò ïàíåëüíóþ ñòðóêòóðó äàííûõ. Âìåñòå ñ òåì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå îøèáêè εit íåêîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé êàê ïî t,

òàê è ïî i, è òàêæå íåêîððåëèðîâàíû ñî âñåìè îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè

xit. Ýòà ìîäåëü èìåíóåòñÿ îáúåäèíåííîé ìîäåëüþ ðåãðåññèè (pooled model).

Ïðè âûïîëíåíèè èçëîæåííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé îáû÷íûå ÌÍÊ-îöåíêè

β̂OLS ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è ýôôåêòèâíûìè.

Ïàíåëüíûå äàííûå ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü èíäèâèäóàëüíûå ðàçëè÷èÿ ìåæ-

äó ýêîíîìè÷åñêèìè åäèíèöàìè. Îäíà èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ýòîé èäåè

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

yit = αi + x′itβ + εit, (1)

ãäå âåëè÷èíà αi âûðàæàåò èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò îáúåêòà i, êîòîðûé íå

çàâèñèò îò âðåìåíè t, à ðåãðåññîðû xit íå ñîäåðæàò êîíñòàíòó.

Èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà âåëè÷èíû αi ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè.

Ìîäåëü ñ ôèêñèðîâàííûì ýôôåêòîì (�xed e�ect model): ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî â ñîîòíîøåíèè (1) âåëè÷èíû αi ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè.

Ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì (random e�ect model): ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî â ñîîòíîøåíèè (1) αi = µ+ ui, ãäå µ � ïàðàìåòð, îáùèé äëÿ âñåõ åäèíèö

âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, à ui � îøèáêè, íåêîððåëèðîâàííûå ñ εit è íåêîððå-

ëèðîâàííûå ïðè ðàçíûõ i.

Ìåòîäû îöåíèâàíèÿ îïèðàþòñÿ íà ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà íåèç-

âåñòíûõ ïåðåìåííûõ (óäàëåíèå ñðåäíåãî), íà êëàññè÷åñêèé è îáîáùåííûé

ÌÍÊ. Â îáùåì ñëó÷àå îöåíèâàþòñÿ âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ β, αi, äèñïåðñèÿ

îøèáêè, äèñïåðñèÿ ýôôåêòîâ (â ïðåäïîëîæåíèè ñëó÷àéíîãî ýôôåêòà).

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà ñòàöèîíàðíîñòü âðåìåííûõ ðÿäîâ è

ñìåæíûå âîïðîñû.

Ïîä âðåìåííûì ðÿäîì (äèíàìè÷åñêèì ðÿäîì, èëè ðÿäîì äèíàìèêè) â ýêî-

íîìèêå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé íåêîòîðîãî ïðèçíà-

êà (ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû) Y â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Âàæíåéøåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ïðè èññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ âðå-

ìåííûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå è ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà îñíîâíîé òåíäåí-

öèè ðàçâèòèÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà è îòêëîíåíèé îò íåå.

Ñòàöèîíàðíîñòü
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Ðÿä yt íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ñòàöèîíàðíûì (strictly stationary) èëè ñòà-

öèîíàðíûì â óçêîì ñìûñëå, åñëè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå m íàáëþäåíèé

yt1, yt2, ..., ytm íå çàâèñèò îò ñäâèãà ïî âðåìåíè, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäå-

ëåíèåì yt1+t, yt2+t, ..., ytm+t äëÿ ëþáûõ m, t, t1, ..., tm. Òàê êàê äëÿ èññëåäîâà-

òåëÿ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è êîâàðèàöèè, à íå âñå

ðàñïðåäåëåíèå, ïîýòîìó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîé ñòàöèîíàðíîñòè

(weak stationarity) èëè ñòàöèîíàðíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå, êîòîðîå ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ è êîâàðèàöèè yt íå çàâèñÿò îò ìîìåíòà âðåìåíè

t:

E(yt) = µ <∞, V (yt) = γ0, Cov(yt, yt−k) = γk.

Èç ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñòàöèîíàðíîñòü (ïðè óñëîâèè

êîíå÷íîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ).

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (autocorrelation function),

ACF:

ρk =
Cov(yt, yt−k)

V (yt)
=
γk
γ0
.

Ïðè ýòîì ρ0 = 1, à |ρk| 6 1.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïðèâåäåíèÿ ðÿäà ê ñòàöèîíàðíîìó.

Â ýòîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ìîäåëè âðåìåííûõ ðÿäîâ â óçêîì ñìûñëå, ò.

å. ìîäåëè, îáúÿñíÿþùèå ïîâåäåíèå âðåìåííîãî ðÿäà, èñõîäÿ òîëüêî ëèøü èç

åãî çíà÷åíèé â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿ-

äîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, è äëÿ èõ ìîäåëèðîâàíèÿ äîëæíû ïðèìåíÿòüñÿ

ðàçëè÷íûå ìåòîäû. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èìåííî ìîäåëÿì ñòàöèîíàð-

íûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, òàê êàê ìíîãèå âðåìåííûå ðÿäû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû

ê ñòàöèîíàðíîìó ðÿäó ïîñëå îïåðàöèé âûäåëåíèÿ òðåíäà, ñåçîííîé êîìïîíåí-

òû èëè âçÿòèÿ ðàçíîñòè.

Òðåíä

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé âðåìåííîé ðÿä:

yt = α + βt+ εt. (2)

Çäåñü ðÿä yt ïðåäñòàâëåí â âèäå êîìïîçèöèè äåòåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé α+βt (ëèíåéíûé òðåíä ) è ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé εt, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ñòàöèîíàðíûì âðåìåííûì ðÿäîì ñ íóëåâûì ñðåäíèì. ×àñòî âñòðå÷àþòñÿ äðó-
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ãèå ïðèìåðû òðåíäà: êâàäðàòè÷íûé, α + βt + γt2; ýêñïîíåíöèàëüíûé αeβt è

ò. ï.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü òðåíä â ìîäåëè (2) (è åé ïîäîáíûõ), ìîæíî ïðè-

ìåíèòü îáû÷íóþ òåõíèêó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé,

ñ÷èòàÿ t íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àþò ðÿä îñòàòêîâ, äëÿ

îïèñàíèÿ êîòîðîãî ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü ìîäåëè ñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ

ðÿäîâ.

Ñåçîííîñòü

Â ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñåçîííàÿ êîìïîíåíòà. Íàïðè-

ìåð, â êâàðòàëüíûõ äàííûõ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ñåçîííàÿ êîìïîíåíòà ñ ïåðè-

îäîì 4:

yt = S(t) + εt, S(t+ 4) ≡ S(t). (3)

Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä yt ïðåäñòàâëåí â âèäå êîìïîçèöèè ïåðèîäè÷åñêîé äå-

òåðìèíèðîâàííîé ñîñòàâëÿþùåé S(t) (ñåçîííàÿ êîìïîíåíòà) è ñëó÷àéíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé ÿâëÿþùåéñÿ ñòàöèîíàðíûì âðåìåííûì ðÿäîì ñ íóëåâûì ñðåä-

íèì. Ñåçîííóþ êîìïîíåíòó S(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå S(t) = β1d1t +

β2d2t +β3d3t +β4d4t, ãäå di � ôèêòèâíûå (áèíàðíûå) ïåðåìåííûå äëÿ êâàðòà-

ëîâ. Äëÿ âûäåëåíèÿ ñåçîííîé êîìïîíåíòû ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû îöåíè-

âàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèé ê ñîîòíîøåíèþ:

yt = β1d1t + β2d2t + β3d3t + β4d4t + εt. (4)

Êàê è â ñëó÷àå âûäåëåíèÿ òðåíäà, ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ

âðåìåííûõ ðÿäîâ ïðèìåíÿþòñÿ äàëåå ê ðÿäó îñòàòêîâ ðåãðåññèè (4).

Âçÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàçíîñòè

Âçÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàçíîñòè òàêæå ïðèâîäèò ê ñòàöèîíàðíîìó ïðî-

öåññó ðÿä (2) ñ ëèíåéíûì òðåíäîì:

∆yt = β + ut, ut = ∆εt = εt − εt−1.

Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî òðåíäà α+βt+γt2 âçÿòèå ïåðâîé ðàçíîñòè íå ïðèâî-

äèò ê ñòàöèîíàðíîìó ðÿäó, íî åñëè âçÿòü âòîðóþ ðàçíîñòü ∆2yt = ∆(∆yt) =

(yt − yt−1)− (yt−1 − yt−2), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:
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∆yt = β + γ(2t− 1) + ∆εt,

∆2yt = 2γ + ∆2εt,

è 42yt óæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì âðåìåííûì ðÿäîì.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñåçîííîé êîìïîíåíòû (3) óñòðàíèòü ïîñëåäíþþ ìîæíî

ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà âçÿòèÿ ñåçîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàçíîñòè ∆4yt =

(1− L4)yt = yt − yt−4.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ âûäåëåíèå òðåíäà, ñåçîííîñòè è/èëè îïåðàòîð

ïîñëåäîâàòåëüíîé (è ñåçîííîé) ðàçíîñòè, ÷àñòî ìîæíî ïîëó÷èòü èç èñõîäíîãî

âðåìåííîãî ðÿäà ñòàöèîíàðíûé.

Øåñòîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ARCH è GARCH-ìîäåëÿì.

Ñóòü ARCH-ìîäåëè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ðå-

ãðåññèÿ âðåìåííîãî ðÿäà yt íà äðóãèå âðåìåííûå ðÿäû (âñå ðÿäû ïðåäïîëà-

ãàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè):

yt = x′tβ + ut. (5)

Èç ýìïèðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çà ïîâåäåíèåì òàêèõ ðÿäîâ, êàê ïðîöåíòíûå

ñòàâêè, îáìåííûå êóðñû è ò.ï., áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íàáëþäåíèÿ ñ áîëüøèìè

è ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè îò ñðåäíèõ èìåþò òåíäåíöèþ ê îáðàçîâàíèþ êëà-

ñòåðîâ. Òî åñòü ïåðèîäû ¾ñïîêîéíîãî¿ è ¾âîçìóùåííîãî¿ ñîñòîÿíèé ðûíêà

÷åðåäóþòñÿ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ. Ïóñòü σ2t =

V (ut|ut−1, ..., ut−p) = E(u2t |ut−1, ..., ut−p) � óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ îøèáîê ut. Ýô-

ôåêò ¾êëàñòåðèçàöèè¿ âîçìóùåíèé ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùåé ìîäåëüþ

çàâèñèìîñòè óñëîâíîé äèñïåðñèè îøèáîê ut îò ïðåäûñòîðèè:

σ2t = α0 + α1u
2
t−1 + ...+ αpu

2
t−p. (6)

Ïðîöåññ (5)�(6) íàçûâàåòñÿ àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíî ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé

ìîäåëüþ ïîðÿäêà p (AutoRegressive, Conditional Heteroscedastic), ARCH(p).

Òàêæå ñóùåñòâóåò áîëåå îáùàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè äëÿ óðàâíåíèÿ óñëîâ-

íîé äèñïåðñèè îøèáîê (6):
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σ2t = α0 + α1u
2
t−1 + . . .+ αpu

2
t−p + γ1σ

2
t−1 + . . .+ γqσ

2
t−q. (7)

Òàêàÿ ìîäåëü (5) � (7) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíî

ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé ïîðÿäêà ð, q (Generalized Auto-Regressive, Conditional

Heteroscedastic), GARCH(p, q).

Ñåäüìîé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ýìïèðè÷åñêîé ÷àñòè.

Â õîäå ðàáîòû áûëè ñîáðàíû äàííûå ïî ðàññòîÿíèÿì ìåæäó àäìèíèñòðà-

òèâíûìè öåíòðàìè ñóáúåêòîâ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Áûëî âçÿòî âîñåìüäå-

ñÿò ðåãèîíîâ ÐÔ (êðàåâ, îáëàñòåé, ðåñïóáëèê). Áûëè èñêëþ÷åíû ×óêîòñêèé

àâòîíîìíûé îêðóã è Êàì÷àòñêèé êðàé ò.ê. äëÿ íèõ íåâîçìîæíî ðàññ÷èòàòü

ðàññòîÿíèå ïî äîðîãàì. Ïîñ÷èòàíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè è çàíåñåíû â òàá-

ëèöó Excel. Ðàññòîÿíèÿ âûñ÷èòûâàëèñü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè:

1. ñ ïîìîùüþ ñàéòà https://www.avtodispetcher.ru/, íà êîòîðîì ìîæíî ðàñ-

ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå íå òîëüêî ïî äîðîãàì, íî è ïî ïðÿìîé;

2. ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû ðàññòîÿíèé ïî áîëüøîé äóãå (Great-circle distance):

d = r∆σ, (8)

ãäå r ≈ 6371 � ñðåäíèé ðàäèóñ Çåìëè (â êì), à ∆σ � óãëîâàÿ ðàçíèöà,

êîòîðàÿ âûñ÷èòûâàåòñÿ ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ôîðìóëå ãàâåðñèíóñîâ:

∆σ = arctan

√
(cosφ2 sin(∆λ))2 + (cosφ1 sinφ2 − sinφ1 cosφ2 cos(∆λ))2

sinφ1 sinφ2 + cosφ1 cosφ2 cos(∆λ)

ãäå λ1, λ2 � äîëãîòà è φ1, φ2 � øèðîòà äâóõ òî÷åê â ðàäèàíàõ, ∆λ � ðàçíîñòü

êîîðäèíàò ïî äîëãîòå.

Ôîðìóëà (8) ïîìîãàåò âûñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà

Çåìëå èñïîëüçóÿ èõ ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû, à èìåííî äîëãîòû è øèðî-

òû. Êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ äëèíà äóãè êðóãà, ïðî-

âåäåííîãî íà ñôåðå ïî ýòèì äâóì òî÷êàì. Ïîñêîëüêó â ðàñ÷åòå ó÷àñòâóåò

ðàäèóñ, à ó Çåìëè, êàê ó íå ñîâñåì ïðàâèëüíîé ñôåðû, îí ðàçíûé, íà ñåâåð-

íîì ïîëþñå (6356.752 êì), à íà ýêâàòîðå (6378.137 êì), òî â ðàñ÷åòàõ áåðåòñÿ

ñðåäíåå çíà÷åíèå (6371.008 êì), ÷òî äàåò ïîãðåøíîñòü îêîëî 0.5%.

Äëÿ ïîëó÷åííûõ ðàññòîÿíèé áûëà ïîñòðîåíà îáðàòíàÿ ìàòðèöà, à òàêæå

âû÷èñëåíû êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè äëÿ ñðåäíåé âûáîðêè (30 ãîðîäîâ),
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÷òî áû óçíàòü çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèé:

1. ïî ôîðìóëå � ïðÿìîå = 0,988426115

2. ïðÿìîå � ïî äîðîãàì = 0,979964874

3. ïî ôîðìóëå � ïî äîðîãàì = 0,951021915.

Â ðåçóëüòàòå âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè áëèçîê ê åäèíèöå, ÷òî

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ðàññòîÿíèÿ êîððåëèðîâàíû.

Ýòè äàííûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåñîâûõ ìàòðèö â çà-

äà÷àõ ïðîñòðàíñòâåííîé ýêîíîìåòðèêè. Òàêèå ìàòðèöû èãðàþò âàæíóþ ðîëü

â ïðîñòðàíñòâåííûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëÿõ. Îíè ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü âçà-

èìîñâÿçü ìåæäó åäèíèöàìè íàáëþäåíèÿ, â íàøåì ñëó÷àå ðîññèéñêèìè ðåãè-

îíàìè.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Ðàññìîòðåíà ìîäåëü ïàðíîé ðåãðåññèè è îñíîâíûå ãèïîòåçû ñâÿçàííûå

ñ ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ.

2. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ìîäåëè ìíîæåñòâåí-

íîé ðåãðåññèè, îïèñàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ îöåíîê èõ ïàðàìåòðîâ.

3. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè äëÿ ïàíåëüíûõ äàííûõ.

4. Îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ âðåìåííûìè ðÿäàìè, èçó-

÷åíà ñòàöèîíàðíîñòü âðåìåííûõ ðÿäîâ è ñìåæíûå âîïðîñû, òàêèå êàê: åäè-

íè÷íûå êîðíè, ìíèìàÿ ðåãðåññèÿ è êîèíòåãðàöèÿ.

5. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïðèâåäåíèÿ ðÿäà ê ñòàöèîíàðíîìó.

6. Èçó÷åíû ARCH è GARCH-ìîäåëè.

7. Ïî ðîññèéñêèì ðåãèîíàì áûë ïðîâåäåí ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïîòåí-

öèàëüíûõ âåñîâûõ ìàòðèö. Áûëî ðàññìîòðåíî òðè âèäà âåñîâûõ ìàòðèö: ðàñ-

ñòîÿíèå íàïðÿìóþ, ïî áîëüøîé äóãå è ïî äîðîãàì. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

óñòàíîâèë çíà÷èòåëüíóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè ðàññòîÿíèÿìè.

Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé èç ýòèõ ìàòðèö

õîòÿ áû â ñëó÷àå íåäîñòàòêà èíôîðìàöèè.

Ñîçäàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ARCH-ìîäåëåé

äëÿ èñêóññòâåííî ñãåíåðèðîâàííûõ äàííûõ.
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