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Ââåäåíèå. Èçó÷àòü è èññëåäîâàòü ìíîãîîáðàçèÿ íà÷àëè âî âòîðîé ïîëî-

âèíå 19 âåêà. Îíè âîçíèêëè ïðè èçó÷åíèè òåîðèè ãðóïï Ëè è äèôôåðåíöè-

àëüíîé ãåîìåòðèè, à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè � ìåõà-

íèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è äðóãèõ íàóêàõ. Îäíàêî ïåðâûå, áîëåå òî÷íûå

îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ áûëè ââåäåíû òîëüêî â 30-õ ãîäàõ 20 âåêà. Îäíèì èç

îñíîâíûõ, áàçîâûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîå ìíî-

ãîîáðàçèå. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò èìåííî èõ, òî åñòü òå ìíîãîîáðàçèÿ, íà

êîòîðûõ âûäåëÿåòñÿ êëàññ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Èìåííî â ðàìêàõ ãëàäêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé ìîæíî ãîâîðèòü î êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ è êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Ñ ïîìîùüþ ãëàäêîé ñòðóêòóðû ðàáîòàòü ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ãîðàçäî

ïðîùå è óäîáíåå.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. ââåñòè îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå ñâÿçàíûå ñ íèì

ïîíÿòèÿ;

2. ââåñòè ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ôîðìû ïî ìíîãîîáðàçèþ è ïîñìîòðåòü êàê ñâÿçàíû èíòå-

ãðàë ïî ìíîãîîáðàçèþ è èíòåãðàë ïî ãðàíèöå òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ;

3. ðåøèòü ïðàêòè÷åñêîå çàäàíèå, êàñàþùååñÿ äàííîé òåìû, ñ ïîìîùüþ

ïàêåòà Wolfram Mathematica.

Âñÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ; ðàçäåëà ñ ââîäíûìè ïîíÿòèÿìè è îïðå-

äåëåíèÿìè; îñíîâíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ äåëèòñÿ íà ãëàâû; çàêëþ÷åíèÿ; ïðèëî-

æåíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.

Â ðàçäåëå ¾Ââîäíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ¿ ñôîðìóëèðîâàíû âñå íåîá-

õîäèìûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 4 ãëàâû. Â 1-îé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàä-

êèå ìíîãîîáðàçèÿ (îñíîâíîå îïðåäåëåíèå, ïîäìíîãîîáðàçèå, ãëàäêèå ôóíê-

öèè, ðàçáèåíèå åäèíèöû è òåîðåìà î åãî ñóùåñòâîâàíèè, ïðîèçâåäåíèå ãëàä-

êèõ ìíîãîîáðàçèé; îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà è êàñàòåëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ââåä¼ííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëî, à òàêæå òåîðåìà î áàçèñå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà; ïîíÿòèå ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ è åãî ðàíãà, äèôôåîìîðôèçìà, êàñàòåëü-

íîãî îòîáðàæåíèÿ (äèôôåðåíöèàëà) è åãî ñâîéñòâ, âíåøíåé äèôôåðåíöèàëü-
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íîé ôîðìû). Âî 2-îé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì (îñíîâíîå

îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, îïðåäåëåíèå ñàìîãî êðàÿ; ïîíÿòèå îðè-

åíòèðóåìîãî, ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òåîðåìà îá îðèåíòàöèè ñâÿçíîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ è î êðàå îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëèì èíòåãðàë îò

äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû è ðàññìîòðèì ñâÿçü èíòåãðàëà ïî ìíîãîîáðàçèþ

è èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ). Â 3-åé ãëàâå ââîäÿòñÿ ïî-

íÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóêòóðû è äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ,

èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âïîëíå èíòåãðèðóåìîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-

ñòåìû, àëãåáðû Ëè è ñêîáêè Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé; äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ

òåîðåìà Ôðîáåíèóñà. Â 4-îé ãëàâå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêîé çàäà-

÷è íà îñíîâå äàííîé ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà Wolfram Mathematica.

¾Ïðèëîæåíèå 1¿ ñîäåðæèò ðèñóíêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòå;

¾Ïðèëîæåíèå 2¿ cîäåðæèò ïðîãðàììíûé êîä â Wolfram Mathematica äëÿ ðå-

øåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è.

Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ñîñòîèò èç 20 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïóñòü M� n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå, A � àòëàñ M. (U, x) è (V, y) � äâå ïðîèçâîëüíûå êàðòû â

âûáðàííîì àòëàñå.

Êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

y ◦ x−1 : x(U ∩ V )→ y(U ∩ V )

íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ïåðåõîäà

y1 = y1(x1, . . . , xn), . . . , yn = yn(x1, . . . , xn)

èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ â îòêðûòîé îáëà-

ñòè x(U ∩ V ) (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó C∞)

è ßêîáèàí det

(
∂yi

∂xk

)
6= 0.

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ó êîòîðîãî âñå

êîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Ôóíêöèÿ f :M→ R (êàæäîé òî÷êå p ∈M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

u = f(p)), ôóíêöèÿ f(p) (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � îòêðûòàÿ êàðòà x(U) êîîð-
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äèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, ïðè ýòîì p ∈ U) çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(x1, . . . , xn) = (f ◦ x−1)(x1, . . . , xn).
Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèM, íà-

çûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ∀p ∈M ∃(U, x) : p ∈ U, φ = f ◦x−1 èìååò â îòêðû-

òîì ìíîæåñòâå x(U) ïðîñòðàíñòâà Rn íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

âñåõ ïîðÿäêîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè M îáîçíà÷àåòñÿ:

C∞(M).

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Íà í¼ì ìîæíî ïðîèçâîäèòü âñå ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíî, íî îäíàêî âîçíèêàåò

ïîòðåáíîñòü ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàò äî íåêîòîðîãî ãëîáàëüíîãî îáúåêòà.

Ðàçáèåíèå åäèíèöû ñëóæèò îñíîâíûì ñðåäñòâîì òàêîé ãëîáàëèçàöèè.

Íîñèòåëåì ôóíêöèè f , çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M, íàçûâàåòñÿ çàìû-

êàíèå òî÷åê p ∈M, ãäå f(p) 6= 0. Îáîçíà÷åíèå: supp f .

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèñòåìà ãëàäêèõ ôóíêöèé φi : M → R íàçûâàåòñÿ

ðàçáèåíèåì åäèíèöû (èëè ãëàäêèì ðàçáèåíèåì åäèíèöû), ïîä÷èí¼ííûì ïî-

êðûòèþ {Ui}, åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. 0 6 φi 6 1 ∀i, ∀p ∈M,

2. supp φi ⊂ Ui ∀i,
3. Σiφi(p) = 1.

Òåîðåìà 1. ÏóñòüM � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå è A = {(Ui, xi)} � àòëàñ íà

ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èí¼ííîå

ïîêðûòèþ {Ui}.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êàõ ãëàäêîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì, çàäàííûì â òî÷-

êå êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn è îïåðàöèåé âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî

íàïðàâëåíèþ îò çàäàííîé â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèè(òî åñòü ãðàäèåíòà

ôóíêöèè).

Ïóñòü ξp � âåêòîð êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, çàäàííûé â òî÷êå p.

Òîãäà îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ, çàäàâàåìîìó âåêòîðîì ξp,
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äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f , çàäàííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè p:

∂f

∂ξ

∣∣∣∣
p

= (grad f, ξ)p.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ïî çàäàííîìó âåêòîðó íà ìíîæåñòâå C∞(p) ãëàäêèõ

ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè p:

ξp : C∞(p)→ R,

ïðîâîäèìóþ ïî ïðàâèëó

ξp : f(p) 7→ ξpf.

Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå p ìíîãîîáðàçèÿM íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî Xp :

C∞(p)→ R, êîòîðîå êàæäîé ôóíêöèè f ∈ C∞(p) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

Xpf è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Xp(f + g) = Xpf +Xpg, (f, g ∈ C∞(p))

2. Xp(αf) = αXpf, (α ∈ R)

3. Xp(f · g) = Xpf · g(p) + f(p) ·Xpg.

Ïóñòü TpM � ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå p ãëàäêî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ M. Ýòîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò íóëåâîé âåêòîð Op �

íóëåâîå îòîáðàæåíèå Op : f → 0.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ Xp + Yp è óìíîæåíèÿ êàñà-

òåëüíîãî âåêòîðà íà ÷èñëî αXp îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå TpM. Cóììà êà-

ñàòåëüíûõ âåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà íà ÷èñëî α òàêæå

ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè.

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî TpM áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåé-

íûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ãëàä-

êîãî ìíîãîîáðàçèÿM â òî÷êå p.

Òåîðåìà 2. Âåêòîðû ∂1 =

(
∂

∂x1

)
p

, . . . , ∂n =

(
∂

∂xn

)
p

îáðàçóþò áàçèñ êàñà-

òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TpM.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç äàííîé òåîðåìû çàêëþ÷àåì, ÷òî dimTpM =

dimM.

ÏóñòüM,N � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ; dimM = n, dimN = k.
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Îïðåäåëåíèå 8. Îòîáðàæåíèå

f :M→N

íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì â òî÷êå p ìíîãîîáðàçèÿM, åñëè ñóùåñòâóþò ëîêàëü-

íûå êàðòû (U, x), p ∈ U ; (V, y), q = f(p) ∈ V , òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå

g = y ◦ f ◦ x−1 : x(U)→ Rk, x(U) ⊂ Rn.

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûì).

Îïðåäåëåíèå 9. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îíî ãëàäêîå

â êàæäîé òî÷êå p ìíîãîîáðàçèÿM.

Îïðåäåëåíèå 10. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → N íàçûâàåòñÿ

äèôôåîìîðôèçìîì, åñëè îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

f−1 : N →M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôíûì N
(M∼= N ), åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f :M→N .

Äèôôåîìîðôíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TpM è TqN ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé

M,N . Ïîñòàâèì êàæäîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó Xp ∈ TpM â ñîîòâåòñòâèå

êàñàòåëüíûé âåêòîð Yq ∈ TqN ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Yq(g) = Xp(g ◦ f),

g � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Yq ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì èç TqN .

Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå îäíîãî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

â äðóãîå:

(df)p = f∗p : TpM→ TqN ,

f∗p : Xp → Yq.

Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ èëè êàñàòåëü-

íûì îòîáðàæåíèåì.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ðàíãîì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : M → N â òî÷êå

p ∈ M íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü îáðàçà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TpM
ïðè êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè f∗p:

rangpf = dimf∗p(TpM).

Pàçìåðíîñòü îáðàçà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè

ðàâíà ðàíãó ìàòðèöû ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì:

rangpf = rang

(
∂yj

∂xi

)
x(p)

.

Ïóñòü z = f(x) = f(x1, . . . , xn) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â Rn, x0 ∈ Rn, Ïóñòü

çàäàí âåêòîð ξ = (ξ1, . . . , ξn).

Òîãäà dfx0(ξ) =
∂f

∂x1
(x0ξ

1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(x0ξ

n).

Êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈ Rn áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ãëàäêèå ôóíêöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå Rn îïðåäåëåíû äèôôåðåíöèàëû dx1, . . . , dxn

ýòèõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì dx1, . . . , dxn � ëèíåéíûå ôîðìû, ëþáàÿ èõ

êîìáèíàöèÿ
n∑
i=1

λidxi áóäåò ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé.

Îáîçíà÷èì Ω � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôîðì.

Îïðåäåëèì âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ôîðì dxi1, . . . , dxik cëåäóþùèì îáðà-

çîì:

(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)(ξ1, . . . , ξk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ξi11 . . . ξik1
. . . . . . . . . . .

ξi1k . . . ξikk

∣∣∣∣∣∣∣ .
Âíåøíåé äèôôåðåíöèàëüíîé k-ôîðìîé ω íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

ωi1...ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik,

ãäå (ωi1...ik) � êîñîñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà

(
0

k

)
.

Îïðåäåëåíèå 13. Âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì îò âíåøíåé äèôôåðåíöè-

àëüíîé k-ôîðìû ω íàçûâàåòñÿ âíåøíÿÿ (k + 1)-ôîðìà dω, îïðåäåëÿåìàÿ ïî
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ïðàâèëó

dω(x) =
∂ωi1...ik
∂xi

(x)dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik.

M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Îïðåäåëåíèå 14. Êàðòû (U, x) è (V, y) íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè,

åñëè ÿêîáèàí êîîðäèíàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

yi = yi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n)

ïîëîæèòåëåí, òî åñòü det

(
∂yi

∂xj

)
> 0.

Àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè ëþáûå äâå åãî

êàðòû ñîãëàñîâàíû.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè ó íåãî åñòü îðèåíòèðóå-

ìûé àòëàñ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè îáû÷-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ çàìåíèòü êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî Rn çàìêíóòûì ïî-

ëóïðîñòðàíñòâîì R+
n = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ R | xn > 0}.

Ïóñòü f(x) ∈ C∞(M) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ M , âûäåëÿåìîå â ìíîãîîáðàçèè M íåðàâåíñòâîì

f(x) 6 0 (èëè f(x) > 0) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Ïîäìíîãîîá-

ðàçèå ∂A ⊂ M , çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì f(x) = 0, íàçûâàåòñÿ êðàåì A. Ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè f íà êðàå ∂A îòëè÷åí îò íóëÿ. Åñëè

ôóíêöèÿ f > 0 íà M, òî êðàé ïóñòîé, ∂A = ø, è A = M . Íåòðèâèàëüíîå ìíî-

ãîîáðàçèå ñ êðàåì ïîëó÷àåòñÿ, åñëè îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f âêëþ÷àåò

íóëü.

Ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî,

êàê è íà îáû÷íîì ìíîãîîáðàçèè.

Òåîðåìà 3. Êðàé ∂M îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M òàêæå ÿâëÿåòñÿ

îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëèì èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû φ ïî ìíîãîîáðàçèþ

M.
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Ïóñòü íîñèòåëü ôîðìû φ ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U ëîêàëüíîé

êàðòû (U, x). Òîãäà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn) ôîðìà φ âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ = f(x1, . . . , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Ïî îïðåäåëåíèþ ∫
M

φ =

∫
. . .

∫
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîé êàðòû.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

∫
M

φ =

∫
M

(∑
α

ψα

)
φ =

∑
α

∫
Uα

ψαφ,

ψα ≡ 0 âíå Uα, {(Uα, xα)} � îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ, ψα �

ðàçáèåíèå åäèíèöû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü M � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M,

dimM = n; φ � âíåøíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà (n− 1)-ñòåïåíè ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîìóëà:∫
∂M

φ = (−1)n
∫
M

dφ.

Ï óñòü M � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M, dimM = n; φ

� âíåøíÿÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà (n − 1)-ñòåïåíè ñ êîìïàêòíûì íîñè-

òåëåì. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîìóëà: Äàííàÿ ôîðìóëà ñâÿçûâàåò èíòåãðàë ïî

ìíîãîîáðàçèþ è èíòåãðàë ïî ãðàíèöå äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 20.ÌíîãîîáðàçèåM âìåñòå ñ äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðóê-

òóðîé íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïóñòü D � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèèM, dim D = p.
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Îïðåäåëåíèå 21. Ïîäìíîãîîáðàçèå N ⊂M íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì

ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû D, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

i∗(TxN ) ⊂ D[i(x)]

(∀x ∈ N , ãäå i� âëîæåíèå N â M (òî åñòü îãðàíè÷åíèå íà N òîæäå-

ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿM→M)).

Îïðåäåëåíèå 22. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà D ðàçìåðíîñòè p íàçû-

âàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé, åñëè â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x ∈ M
ñóùåñòâóåò êàðòà (U, h), ãäå h = (x1, . . . , xn) òàêàÿ, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿ

èç U , çàäàíûå óðàâíåíèÿìè âèäà

xp+1 = const, xp+2 = const, . . . , xn = const,

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñèñòåìû D.

Òåîðåìà 5 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü D � äèôôåðåíöè-

àëüíàÿ ñèñòåìà ðàçìåðíîñòè p íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM. Ñèñòåìà D
âïîëíå èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V(D) � àëãåáðà Ëè, òî

åñòü [X, Y ] ∈ V(D), åñëè X, Y ∈ V(D).

Åñëè X1, . . . , Xp ïîðîæäàþò V(D) íà U , òî ñèñòåìà D âïîëíå èíòåãðè-

ðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃C i
jk ∈ U , ÷òî

[Xj, Xk] =

p∑
i=1

C i
jkXi.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ðàáîòå âûïîëíåíû ïîñòàâëåííûå öåëü è çàäà÷è.

Ìû ðàññìîòðåëè ïîíÿòèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì, îïðå-

äåëèëè ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëîì ïî ìíîãîîáðàçèþ è èíòåãðàëîì ïî åãî ãðàíè-

öå, ðåøèëè çàäà÷ó ïî äàííîé òåìå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Wolfram Mathematica.

Ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ øèðîêèì ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïî-

âåðõíîñòè, â ÷àñòíîñòè, åå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè. Ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ èã-

ðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé è íåïðåðûâíûõ ãðóïï.
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