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Ââåäåíèå. Òåîðèÿ âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñëîæèëàñü êàê íîâîå íàïðàâëåíèå ìàòå-

ìàòèêè â 30-å ãîäû â ðåçóëüòàòå ðàáîò Ñ. Ë. Ñîáîëåâà. Äàííàÿ òåîðèÿ íàïðàâ-

ëåíà íà èçó÷åíèå âàæíûõ ñâÿçåé è ñîîòíîøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ

ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ ìåòðèêàõ, èìååò òàêæå ìíîæåñòâî ñóùåñòâåíûõ ïðè-

ìåíåíèé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé îá àíè-

çîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà è ðàññìîòðåíèå âûâîäà òåîðåì âëî-

æåíèÿ. À òàêæå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ îáëàñòè óñëîâèþ l-

ðîãà, êîòîðå ïðåäñòàâèì ñ ïîìîùüþ êîäà, íàïèñàííîãî â ïðîãðàììå Wolfram

Mathematica.

Â ïåðâîé ãëàâå ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâà Lp, à òàêæå îñíîâ-

íûå èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà, ñ êîòîðûìè áóäåì ðàáîòàòü. Òàêæå ïðèâåä¼ì

íåêîòîðûå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ â âèäå ëåìì è òåîðåì, íà êîòîðûå â äàëüíåé-

øåì áóäåì ññûëàòüñÿ. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáîáù¼ííûì ïðîèçâîäíûì ïî

Ñ. Ë. Ñîáîëåâó. Â íåé áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ

ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå Ñ. Ë. Ñîáîëåâà è å¼ ñâîéñòâà. Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷èì

èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ÷åðåç ïðîèçâîä-

íûå, à òàêæå ââåä¼ì ïîíÿòèå îá îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñ óñëîâèÿìè

l-ðîãà. Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ñèëüíîãî(ñëàáîãî)

óñëîâèé l-ðîãà è ïðèâåä¼ì ïðèìåðû. Îñíîâûâàÿñü íà ââåä¼ííûõ â ïåðâûõ ÷å-

òûð¼õ ãëàâàõ ïîíÿòèÿõ è óòâåðæäåíèÿõ, èçëîæèì â ïÿòîé ãëàâå îñíîâíóþ

òåîðèþ îá àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ C. Ë. ÑîáîëåâàW l
p. Íàêîíåö, øåñòàÿ

ãëàâà ÿâëÿåòñÿ èòîãîì âûøå èçëîæåííîé òåîðèè, â íåé ïðåäñòàâëåí âûâîä

äâóõ òåîðåì âëîæåíèÿ: âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â ïðîñòðàíñòâî Lq(G)

è âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â ïðîñòðàíñòâî C(G).

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðî-

ñòðàíñòâ Lp(G) âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé f(x), îïðåäåë¼ííûõ íà èçìåðèìîì, íå

îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå G ⊂ En, ãäå En � n-ìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x = (x1, ..., xn). Èçìåðèìîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ ïîíèìàåòñÿ

â ñìûñëå Ëåáåãà.
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Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü p � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 1 ≤ p <∞. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Lp(G) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà G ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòîðûõ

ôóíêöèÿ |f(x)|p èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ëåáåãà íà G.
×èñëî

‖f‖Lp(G) = ‖f‖p,G =

∫
G

|f(x)|p dx

1/p

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ýëåìåíòà f ∈ Lp(G).
Òåîðåìà 1.1. Ïðîñòðàíñòâî Lp(G) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî åñòü åñëè

fk ∈ Lp(G) (k = 1, 2, . . .), ‖fk − fl‖p,G → 0 (k, l → ∞), òî ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ f ∈ Lp(G) òàêàÿ, ÷òî ‖fk − f‖p,G → 0 (k →∞).

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ôóíêöèÿ f ∈ Lp(G) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé (â öå-

ëîì) â Lp(G), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî

‖f(·+ y)− f‖p,En < ε,

êàê òîëüêî |y| < δ, ãäå |y| =
(

n∑
i=1

y2i

)1/2

.

Òåîðåìà 1.2. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lp(G), 1 ≤ p < ∞, íåïðåðûâíà â

öåëîì â Lp(G).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ìíîæåñòâî S ïðîñòðàíñòâà Lp(G) íàçûâàåòñÿ ïëîò-

íûì â Lp(G), åñëè äëÿ êàæäîãî f ∈ Lp(G) è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíò

ϕε ∈ S òàêîé, ÷òî

‖ϕε − f‖p,G < ε.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè 1 ≤ p <∞, òî ìíîæåñòâî C∞0 (G) ïëîòíî â Lp(G),

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lp(G) (1 ≤ p < ∞) ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕk ∈ C∞0 (G), òàêàÿ, ÷òî

lim
k→∞
‖ϕk − f‖p,G = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â En. Åñëè ôóíêöèÿ

f(x), çàäàííàÿ íàG, f ∈ Lp(F ) íà ëþáîì êîìïàêòå F ⊂ G, òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Lloc
p (G). Åñëè p = 1 = (1, . . . , 1), òî áóäåì

îáîçíà÷àòü òàêîé êëàññ Lloc(G).
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Ïðèâåäåì îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà.

1. Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà äëÿ âåêòîðíûõ p = (p1, . . . , pn)∫
En

|f1(x)f2(x)| dx ≤ ‖f1‖p ‖f2‖p′ ,

ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p +

1
p′ = 1.

2. Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ âåêòîðíûõ p = (p1, . . . , pn)∥∥∥∥∥
m∑
i=1

fi

∥∥∥∥∥
p

≤
m∑
i=1

‖fi‖p ,

ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, fi ∈ Lp(En) (i = 1, . . . ,m).

Îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ âåêòîðíîãî p =

(p1, . . . pn), 1 ≤ p ≤ ∞
Ïóñòü ϕ(x, y) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Ex×Ey, òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥∥∥∥
∫
Ey

ϕ(·, y)dy

∥∥∥∥∥∥∥
p,Ex

≤
∫
Ey

‖ϕ(·, y)‖p,Ex dy. (1.2)

3. Íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ âåêòîðíîãî p. Ïóñòü p = (p1, . . . pn), q =

(q1, . . . qn), r = (r1, . . . rn),

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1− 1

p
+

1

q
=

1

r
,

J(x) =

∫
En

f(y)K(y − x)dy.

Òîãäà

‖J‖q ≤ ‖K‖r ‖f‖p (1.5)

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñðåäíèìè, ïðèâåä¼ì

ïîíÿòèå è ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé ïî Ñ.

Ë. Ñîáîëåâó.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ K(x) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóþìóþ,

ôèíèòíóþ â En (K ∈ C∞0 ), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
En

K(x)dx = 1.

Ïóñòü λ = (λ1, . . . , λn), λi > 0 (i = 1, . . . , n), v > 0

Ïîñòðîèì äëÿ K(x) ñðåäíþþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé íà En, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kvλ(x) = v−|λ|K(x : vλ).

Íîñèòåëåì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

Svλ(K) =
{
x : (x : vλ) ∈ S(K)

}
, Svλ(K) ⊂ Ivλ.

Ïóñòü G � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà En, f � ôóíêöèÿ, îïðåäå-

ëåííàÿ íà G. Ïîëîæèì f = 0 íà En \G è ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ Lloc(En).

Îïðåäåëèì äëÿ íåå ñðåäíþþ ôóíêöèþ ñ ÿäðîì óñðåäíåíèÿ K è ïàðàìåò-

ðîì vλ óñðåäíåíèÿ ïî ôîðìóëå

fvλ(x) = v−|λ|
∫
En

f(x+ y)K(y : vλ)dy = v−|λ|
∫
En

f(y)(K((y − x) : vλ)dy.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà

íà En è äëÿ ëþáîãî α = (α1, . . . , αn) (αi ≥ 0 � öåëûå)

Dα
xfvλ(x) = (−1)|α|v−|λ|−(α,λ)

∫
En

f(y)DαK((y − x) : vλ)dy,

ãäå Dx
α = Dα1

x1
. . . Dαn

xn
, Dα = Dα1

1 . . . Dαn
n .

Ïðèâåä¼ì äàëåå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ â âèäå ëåìì.

Ëåììà 2.1 Åñëè f ∈ Lp(G) (p = (p1, . . . , pn)), òî

‖fvλ‖p ≤ ‖K‖1 ‖f‖p (1 ≤ p ≤ ∞),
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lim
v→0
‖fvλ − f‖p = 0, (1 ≤ p <∞).

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè f ∈ Lloc
p , 1 ≤ p < ∞, òî fvλ → f â ñìûñëå

Lloc
p (G).

Ëåììà 2.2. Åñëè G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà En, f ∈
Lloc
p (G), p ≥ 1, òî

lim
v→0

fvλ(x) = f(x)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ G.
Çàìå÷àíèå 2.2. Åñëè f íåïðåðûâíà íà G, òî ïðè v → 0 fvλ(x)→ f(x)

â êàæäîé òî÷êå x ∈ G.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü ôóíêöèè f è g ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà îò-

êðûòîì ìíîæåñòâå G ⊂ En. Åñëè äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé

ôèíèòíîé ôóíêöèè â G ôóíêöèè ϕ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
G

g(x)ϕ(x)dx = (−1)|k|
∫
G

f(x)ϕ(k)(x)dx,

ãäå k = (k1, . . . , kn) (ki ≥ 0 � öåëûå), òî g íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f âèäà f (k) = Dkf = ∂|k|f

∂x
k1
1 ···∂x

kn
n

â G.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíû ôóíêöèÿ f ∈ Lloc
p (G), ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ôóíêöèé fj ∈ Lloc
p (G) (j = 1, . . .), èìåþùèõ îáîáù¼ííûå ïðîèçâîä-

íûå f
(k)
j ∈ Lloc

p (G) (j = 1, . . .), ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞.

Åñëè fj → f (j → ∞) â ñìûñëå Lloc
p (G) è (f

(k)
j − f

(k)
i ) → 0 (i, j → ∞) â

ñìûñëå Lloc
q (G), òî ôóíêöèÿ f èìååò íà G îáîáù¼ííóþ ïðîèçâîäíóþ f (k) ∈

Lloc
q (G) è f

(k)
j → f (k) (j →∞) â ñìûñëå Lloc

q (G).

Ïðèâåä¼ì âûâîä èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé ÷åðåç ïðîèçâîä-

íûå. Äàííûé âûâîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåé èäåå.

Ïóñòü äàíà ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f . Ïîñòðîèì äëÿ íå¼ ñðåäíþþ

ôóíêöèþ fvλ = f(x, v) ñ íåêîòîðûì ÿäðîì K ′ è ïàðàìåòðîì óñðåäíåíèÿ vλ,

ãäå λ � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ôóíêöèþ ïàðàìåòðà v, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïî v ïðè v > 0.

Ïîëó÷åííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä:
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f(x) = fhλ(x) +

h∫
0

n∑
i=1

v−1−|λ|+liλidv

∫
En

Dli
i f(x+ y)Li(y : vλ)dy, (3.11)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïî÷òè êàæäîãî x èç òîãî ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî èìååò

ñìûñë ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3.11).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàêîâ ñìûñë ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11). Ôàêòè÷åñêîå

èíòåãðèðîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ïðîâîäèòñÿ ïî òî÷êàì y ∈
S(K, λ, h), ãäå

S(K, λ, h) =
⋃

0<v≤h

Svλ(K)

� òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñóììà ìíîæåñòâ Svλ(K) âèäà

Svλ(K) = {x : (x : vλ) ∈ S(K)}.

Ýòî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê suppLi ⊂ S(K). Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè

(3.11) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ ìíîæå-

ñòâà x+ S(K,λ, h), êîòîðîå íàçîâ¼ì íîñèòåëåì ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11).

Ïóñòü G � îáëàñòü çàäàíèÿ ôóíêöèè f . Ïîëîæèì

U = {x : x ∈ G, x+ S(K,λ, h) ⊂ G} .

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (3.11) èìååò ñìûñë äëÿ âñåõ x èç ìíîæåñòâà U . Òàê êàê

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ∈ Lloc(G), òî â ñèëó ëåììû 2.2 â ñëó÷àå p = 1, ìîæíî

óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè ε→ 0 fελ(x)→ f(x) ïî÷òè âåçäå íà G, à ñëåäîâàòåëü-

íî, ïî÷òè âåçäå íà U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîæäåñòâî (3.11), êîòîðîå ïîëó÷èëè

èç (3.10) óñòðåìëåíèåì ε→ 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê x ìíîæåñòâà

U .

Ïóñòü b > 0, ai 6= 0 (i = 1, . . . , n),

S(K) ⊂

{
x :

xi
ai
> 0, 1 <

(
xi
ai

)1/λi

< 1 + b (i = 1, . . . , n)

}
.
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Òîãäà

S(K,λ, h) ≡ V (
1

λ
) =

=
⋃

0<v≤h

{
x :

xi
ai
> 0, 1 <

(
xi
ai

)1/λi

< (1 + b)v (i = 1, . . . , n)

}
Îáëàñòü V ( 1λ) íàçûâàåòñÿ

1
λ-ðîãîì ðàäèóñà h è ðàñòâîðà b.

Â ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.11) ñ÷èòàåì, ÷òî

λ = 1
l

(
λi =

1
li
, i = 1, . . . , n

)
. Â ýòîì ñëó÷àå íîñèòåëåì äàííîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ áóäåò ñäâèíóòûé l-ðîã x + V (l). È â ñëó÷àå l1 = . . . = ln l-ðîã V (l)

ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ∈ En óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó

óñëîâèþ l-ðîãà (G ∈ A(l, h)), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî K îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ Gk è l-ðîãîâ Vk(l) = Vk(l, h), òàê ÷òî ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

G =
K⋃
k=1

Gk =
K⋃
k=1

(Gk + Vk(l, h)) (4.1)

Îïðåäåëåíèå 4.2.Îòêðûòîå ìíîæåñòâîG óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíîìó óñëî-

âèþ l-ðîãà (G ∈ A(l, h)), åñëè äëÿ G âûïîëíåíî óñëîâèå (4.1) è

G =
K⋃
k=1

G
[δ]
k ïðè íåêîòîðîì δ > 0,

ãäå

G
[δ]
k = {x : x ∈ Gk, ρ(x,G \Gk) > δ} .

Îïðåäåëåíèå 4.3. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ l-ðîãà

(G ∈ A(l, h)), åñëè äëÿ G âûïîëíåíî óñëîâèå (4.1) è

G =
K⋃
k=1

G
(δ)
k ïðè íåêîòîðîì δ > 0,

ãäå

G
(δ)
k = {x : x ∈ Gk, ρ(x, ∂Gk \ ∂G) > δ} .
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Íà îñíîâàíèè ïðèâåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé, ââåä¼ì êëàññû

A(l) =
⋃

0<h<∞

A(l, h), A(l) =
⋃

0<h<∞

A(l, h), A(l) =
⋃

0<h<∞

A(l, h).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî n-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà En, l = (l1, . . . , ln) � âåêòîð ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè

1 ≤ p ≤ ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W l
p(G) ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ

íà G ôóíêöèé f , èìåþùèõ íà G îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå Dli
i f(x) (i =

1, . . . , n) è êîíå÷íóþ íîðìó

‖f‖W l
p(G)

= ‖f‖p,G +
n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,G

= ‖f‖p,G + ‖f‖Llp(G) .

Çäåñü Llp(G) � ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýëåìåíòîâ

èç W l
p(G), èìåþùèõ âñå îäèíàêîâûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà l.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â âèäå

òåîðåì.

Òåîðåìà 5.1. Ïðîñòðàíñòâî W l
p(G), 1 ≤ p ≤ ∞, ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì

ïðîñòðàíñòâîì (òî åñòü ïîëíûì íîðìèðîâàííûì).

Òåîðåìà 5.2. Ïðîñòðàíñòâî W l
p(G), 1 ≤ p <∞ ñåïàðàáåëüíî.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, κ ≤ 1 è ïðè κ = 1 ëèáî 1 < p =

q <∞, ëèáî 1 < pn < qn <∞, ëèáî 1 = pn < qn =∞.

Òîãäà DαW l
p(U + V ) ↪→ Lq(U) è äëÿ f ∈ W l

p(U + V )

‖Dαf‖q,U ≤ C1h
1−κ

n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,U+V

+ C2h
−κ ‖f‖p,U+V , (6.1)

ïðè÷¼ì C1 è C2 íå çàâèñÿò îò f è h, à C2 íå çàâèñèò òàêæå îò q. Â ëåâîé

÷àñòè (6.1) Dαf ìîæíî çàìåíèòü íà Dαfε ïðè ëþáîì ε ∈ (0, h].

Ïðè κ < 1

C1 = C
′

1

(
1

1− κ

)1− 1
pn

+ 1
qn
(

1

qn

) 1
qn

,

ãäå C
′

1 íå çàâèñèò îò q.
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Òåîðåìà 6.1. Âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â ïðîñòðàíñòâî Lq(G)

Ïóñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó óñëîâèþ l-ðîãà, 1 ≤
p ≤ q ≤ ∞, κ =

∣∣∣(α + 1
p −

1
q

)
: l
∣∣∣ ≤ 1 è ïðè κ = 1 ëèáî 1 < p = q < ∞,

ëèáî 1 < pn < qn <∞, ëèáî 1 = pn < qn =∞.

Òîãäà DαW l
p(G) ↪→ Lq; òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ f ∈ W l

p(G) ñóùåñòâóåò íà G

îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ Dαf ∈ Lq(G) è ñóùåñòâóþò ÷èñëà h0 > 0, C > 0

òàêèå, ÷òî

‖Dαf‖q,G ≤ Ch1−κ
n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,G

+ Ch−κ ‖f‖p,G ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò f è h ∈ (0, h0). Â ÷àñòíîñòè, ïðè α =

0 W l
p(G) ↪→ Lq(G).

Òåîðåìà 6.2. Âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â ïðîñòðàíñòâî C(G)

Ïóñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî G óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó óñëîâèþ l-ðîãà, 1 ≤
p ≤ ∞, κ =

∣∣∣(α + 1
p

)
: l
∣∣∣ < 1 ëèáî κ = 1, pn = 1.

Òîãäà DαW l
p(G) ↪→ C(G), òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ f ∈ W l

p(G) ïðîèçâîäíàÿ

Dαf íåïðåðûâíà â G è

sup
G
|Dαf | ≤ Ch1−κ

n∑
i=1

∥∥∥Dli
i f
∥∥∥
p,G

+ Ch−κ |f |p,G ,

ãäå 0 < h < h0 è ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò f è h.

Çàêëþ÷åíèå. Íàìè áûëè ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà Lp, îñíîâíûå èíòå-

ãðàëüíûå íåðàâåíñòâà, íà êîòîðûå ññûëàëèñü íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû. Òàêæå

ñôîðìóëèðîâàëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå Ñ.

Ë. Ñîáîëåâà è å¼ ñâîéñòâà. Ðàññìîòðåëè âûâîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ÷åðåç ïðîèçâîäíûå, à òàêæå ïðèâåëè ïîíÿòèå

îá îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè l-ðîãà. Îñíîâû-

âàÿñü íà ââåä¼ííûõ ðàíåå ïîíÿòèÿõ è óòâåðæäåíèÿõ, èçëîæèëè îñíîâíóþ òåî-

ðèþ îá àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ C. Ë. Ñîáîëåâà W l
p. È â èòîãå ïðèâåëè

äâå òåîðåìû âëîæåíèÿ: âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â ïðîñòðàíñòâî Lq(G)

è âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà W l
p(G) â ïðîñòðàíñòâî C(G). Òàêæå ïðîäåìîíñòðè-
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ðîâàëè ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ îáëàñòè óñëîâèþ l-ðîãà ñ ïîìîùüþ êîäà,

íàïèñàííîãî â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica.
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