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Ââåäåíèå.Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà è îñîáåííî

òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðîâ äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ, à òàêæå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ íà ìíîæåñòâàõ,

çàäàííûõ ñ èçâåñòíîé îøèáêîé, ÿâëÿþòñÿ î÷åíü âàæíîé è èíòåðåñíîé îáëà-

ñòüþ òåîðèè ôóíêöèé. Ýòè çàäà÷è âàæíû â ñìûñëå èçó÷åíèÿ òåîðåì âëîæå-

íèÿ îäíèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â äðóãèå, îíè äàþò ÿñíûå è ïðîñòûå

àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è íàõîäÿò øèðîêîå

ïðèìåíåíèå â íîâîé è èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè - òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ýêñòðåìàëüíûõ íåðàâåíñòâ òèïà

Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ íèìè, çàäà÷ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-

íèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îãðàíè÷åííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðà-

ìè íà íåêîòîðûõ êëàññàõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè îïåðåäåëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

- ðàññìîòðåòü îñíîâíûå ýòàïû èñòîðèè îäíîìåðíûõ çàäà÷ òèïà Ëàíäàó-

Êîëìîãîðîâà;

- äîêàçàòü íåðàâåíñòâà òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ k-èòåðèðîâàííîãî îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå L2(R
2);

- èçó÷èòü çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå;

- èçó÷èòü çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(R
m);

- ïîëó÷èòü âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêó äëÿ íàèëó÷øèõ êîíñòàíò â íåðà-

âåíñòâàõ òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà â L2(R
m).

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ; îñíîâíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñîñòîèò

èç 4 ðàçäåëîâ, íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ðàçäåëåíèå íà ïóíêòû; çàêëþ÷åíèÿ;

ñïèñêà èñïîëüçóåìûõ èñòî÷íèêîâ, ñîñòîÿùåãî èç 25 íàèìåíîâàíèé.

Ïåðâûé ðàçäåë ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ. Â ïåðâîì ïóíêòå îòìå÷àþò-

ñÿ îñíîâíûå ýòàïû èñòîðèè îäíîìåðíûõ çàäà÷ òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà.

Âî âòîðîì ïóíêòå äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ k-

èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå L2(R
2) è ðàññìàòðèâà-

þòñÿ ðîäñòâåííûå èì çàäà÷è.
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Âî âòîðîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Ðåøåíû ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà è íåêêîðåêòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(R
m)

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå íàõîäÿòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè äëÿ òî÷íûõ

êîíñòàíò â íåðàâåíñòâàõ òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà â Lp(R
m)

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.Ïóñòü k, n (0 ≤ k < n)- öåëûå ÷èñëà,

p ≥ 1, 0 < q, r ≤ ∞, I - ÷èñëîâàÿ îñü (−∞,∞) èëè ïîëóîñü [0,∞), ïðîñòðàí-

ñòâà C=C(I) è Lp = Lp(I) îïðåäåëåíû îáû÷íûì îáðàçîì, Lnp,r - ìíîæåñòâî

ôóíêöèé f ∈ Lr, ó êîòîðûõ (n-1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà íà I, à f (n) ∈ Lp.

Íåðàâåíñòâàìè òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà áóäåì íàçûâàòü íåðàâåíñòâà

âèäà: ∥∥∥f (k)
∥∥∥
Lq

≤ D ‖f‖αLr

∥∥∥f (n)
∥∥∥β
Lp

, (1.1)

f ∈ Lnp,r, ãäå α, β, D - ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò f, à α ≥ 0 è

β ≥ 0. D - êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êîíå÷íîé ëèøü ïðè :

α =
n− k − p−1 + q−1

n− p−1 + r−1
, β = 1− α

Åñëè â íåðàâåíñòâå (1.1) êîíñòàíòà D íàèëó÷øàÿ, òî åñòü

D = sup
f∈Ln

p,r

∥∥∥f (k)
∥∥∥
Lq

‖f‖−αLr

∥∥∥f (n)
∥∥∥−β
Lp

,

òî ôóíêöèþ u ∈ Lnp,r, îòëè÷íóþ îò ïîñòîÿííîé, íà êîòîðîé íåðàâåíñòâî (1.1)

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, íàçûâàþò ýêñòðåìàëüíîé, à íåðàâåíñòâî (1.1) - òî÷-

íûì; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííàÿ, åñëè ëþáàÿ

äðóãàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä cu(νt + µ), ãäå ν > 0, µ, c - íåêî-

òîðûå ÷èñëà, ïðè÷åì µ = 0, åñëè I = [0,∞).
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Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1.1) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è

Ñòå÷êèíà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ëèíåéíûìè

îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.

Ïóñòü Kn
p,r - êëàññ ôóíêöèé f ∈ Lnp,r, ó êîòîðûõ

∥∥f (n)
∥∥
Lp
≤ 1, à Σ(N)-

ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ A, äåéñòâóþùèõ èç Lr â Lq ñ

íîðìîé

‖A‖ = ‖A‖Lq

Lr
≤ N

Ïîëîæèì

ρ(A) = sup
f∈Kn

p,r

∥∥∥f (k)(x)− A(x, f)
∥∥∥
Lq

, E(N) = inf
A∈Σ(N)

ρ(A)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå q = r =∞ áóäåì ñ÷èòàòü

E(N) = inf
‖A‖cc≤N

sup
‖f (n)‖

Lp
≤1

∥∥∥f (k)(x)− A(x, f)
∥∥∥
c

= E∞(N)

Çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû E(N) è îïðåäåëåíèè ýêñòðåìàëü-

íîãî îïåðàòîðà AN , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì:

AN ∈ Σ(N), ρ(AN) = E(N)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ h>0, N̄ > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(h−k+q−1−r−1

N̄) = hn−k+q−1−p−1

E(N̄);

ïðè÷åì åñëè ïðè N = N̄ ýêñòðåìàëüíûé âåêòîð AN ñóùåñòâóåò, òî îïåðàòîð

h−kAN̄(xh−1, f(ht)) áóäåò ýêñòðåìàëüíûì ïðè N = h−k+q−1−r−1

N̄ . Â ñëó÷àå

p=q=2 ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî Ñ.Á.Ñòå÷êèíûì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ - Àðåñòîâûì.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, åùå îäèí òèï çàäà÷. Ïóñòü X, Y - ëèíåéíûå, íîð-

ìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, W - ìíîæåñòâî â X, A - îïåðàòîð èç W â Y, τ -

ìíîæåñòâî θ âñåõ îïåðàòîðîâ èëè ìíîæåñòâî L - ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç X

â Y.
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Ïðè δ ≥ 0 ïîëîæèì

ν(δ, τ) = inf
T∈τ

sup
x∈W

sup
‖η−x‖X≤δ

‖Ax − Tη‖Y

Äîêàçàíà ñâÿçü ν(δ, τ) ñ çàäà÷åé Ñòå÷êèíà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè îïåðà-

òîðà A íà W ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè. Èçâåñòíî, íàïðèìåð,

÷òî

ν(δ, θ) ≤ H(Y )Ω(2δ)

ãäå H(Y ) - êîíñòàíòà Þíãà ïðîñòðàíñòâà Y, à Ω(t) - ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè

A íà W.

Ïóñòü òåïåðü X, Y - ëèíåéíûå, íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A - îïåðàòîð

èç X â Y ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A). Åñëè îïåðàòîð A íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì, òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íà ýëåìåíòàõ x ∈ D(A)

ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Êðîìå òîãî, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá

ýëåìåíòå x ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé. Íàïðèìåð, ýëåìåíò x çàäàí ñ ïîãðåøíîñòüþ;

âìåñòî x èçâåñòíî çíà÷åíèå Vx, çàäàííîå ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Íàéäåì âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(R
2) ê-

èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè

A(f) íà êëàññå ôóíêöèé f(x), ïðèíàäëåæàùèõ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà 2n âêëþ÷èòåëüíî ïðîñòðàíñòâó L2, ãäå L2(R
2) -

ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ (âîîáùå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé, çàäàííûõ

íà R2, ñ íîðìîé

‖f‖L2
=


∞∫

−∞

∞∫
−∞

|f(x1, x2)|2 dx1dx2


1
2

Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ −Ω.

Â ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ìíîãîìåðíûé àíàëîã èçâåñòíûõ îäíîìåðíûõ

íåðàâåíñòâ

∥∥∥f (k)
∥∥∥
L2

< ‖f‖
(n−k)

n

L2

∥∥∥f (n)
∥∥∥ k

n

L2

, (0 < k < n).
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Âûïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ê-

èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ýëåìåíòàõ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà,

çàäàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ(δ ≥ 0).

Ïóñòü A(f) - ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðî-

ñòðàíñòâà L2(R
2) â ïðîñòðàíñòâî L2(R

2), ñ íîðìîé ||A||L2
, íåïðåâîñõîäÿùåé

çàäàííîãî ÷èñëà N, êîòîðîå íàì óäîáíî âûáðàòü â âèäå

N =
n− k
n

(
1

h
)k, h > 0

Ñëåäóÿ Ñ.Á.Ñòå÷êèíó, ïîñòàâèì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè íàèëó÷øåãî ïðè-

áëèæåíèÿ ê-èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà îïåðàòîðàìè A(f) íà êëàññå

ôóíêöèé f ∈ Ω ñ íîðìîé ‖∆nf‖L2
≤ 1, òî åñòü î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

EN = inf
‖A‖L2

≤N
sup

f∈Ω,‖∆nf‖L2
≤1

∥∥∆kf − A(f)
∥∥
L2

Ñëåäóÿ Â.Â.Àðåñòîâó, ñòàâèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî

âîññòàíîâëåíèÿ ê-èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîæåñòâå ýëåìåí-

òîâ, çàäàííûõ ñ îøèáêîé, ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ íåêîòîðîãî êëàññà τ

νδ(τ) = inf
A∈τ

sup
f∈Ω,||∆nf ||L2

≤1,v∈L2(R2),||f−v||L2
≤δ
||∆kf − Av||L2

,

ãäå τ -ìíîæåñòâî θ âñåõ îïåðàòîðîâ èëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

èç L2(R
2) â L2(R

2).

Íàêîíåö, ñëåäóÿ Þ.Ã.Áîññå(Ã.Å.Øèëîâó), íàçîâåì íåðàâåíñòâîì òèïà

Êîëìîãîðîâà äëÿ ê-èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íåðàâåíñòâî âèäà:∥∥∆kf
∥∥
Lq
≤ K ‖f‖αLp

‖∆nf‖βLr

α, β ≥ 0, α + β = 1, ãäå α, β, K - ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò f, à

çàâèñÿò îò n, k, p, q, r. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé p=q=r=2, òî äëÿ

ýòîãî ñëó÷àÿ íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä:∥∥∆kf
∥∥
L2
≤ K ‖f‖αL2

‖∆nf‖βL2
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Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è n (0<k<n) è ëþáîé ôóíêöèè

f(x1, x2) ∈ Ω ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∥∥∆kf
∥∥
L2
≤ ‖f‖

(n−k)
n

L2
‖∆nf‖

k
n

L2
,

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî òî÷íîå.

Òåîðåìà 1.1 ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó Ñòå÷êèíà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæå-

íèè ê-èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è n, ñâÿçàííûõ ñîîòíî-

øåíèåì 0<k<n, è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N = n−k
n ( 1

h)k, h > 0 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî:

EN =
k

n
hn−k.

Îïåðàòîð

A(f) =
(−1)k

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

λ(t1, t2)ϕ(t1, t2)e
i(x,t)dt1dt2,

ãäå ôóíêöèÿ λ(t1, t2) - îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

λ(t1, t2) =

{
(t21 + t22)

k − k
nh

n−k(t21 + t22)
n, åñëè t21 + t22 ≤ (nk )

1
(n−k) 1

h ,

0, åñëè t21 + t22 ≥ (nk )
1

(n−k) 1
h .

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìû 1.1 è 1.2 ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ê-

èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà êëàññå ôóíêöèé Q è íàéòè âåëè÷èíó

νδ(τ).

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîãî δ ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

νδ(θ) = νδ(L) = δ
n−k
n .

Îïåðàòîð A ïðè h = δ
1
n ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ

äëÿ τ = θ è τ = L.
Ïóñòü

U2 = {u : u ∈ L2,∆
nu ∈ L2} .
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Îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆nu ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, à èìåííî: îò-

íîñèòåëüíî ïàðû ôóíêöèé u ∈ L2, v ∈ L2 ñ÷èòàåì, ÷òî u ∈ U2 è v = ∆nu,

åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
Rm

vϕdx =

∫
Rm

u∆nϕdx.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà:

Pku =
∑

|α|=α1+α2+...+αm=k

Cα
∂ku

∂xα1
1 ...∂x

αm
m
, (2.1)

ãäå Cα - ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ îäíîðîäíûì

ïîëèíîìîì

pk(t) =
∑
|α|=k

Cαt
α1
1 ...t

αm
m

Ïðè k=0 ñ÷èòàåì, ÷òî P0u = u. Âíà÷àëå âûïèøåì óñëîâèÿ íà n, m è îïåðàòîð

(2.1), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ U2 ôóíêöèÿ Pku
ïðèíàäëåæèò C(Rm) è ïðè ëþáûõ A, B êîíå÷íà âåëè÷èíà

ω(A,B) = sup
{
‖Pku‖C : u ∈ U2, ‖u‖L2

≤ A, ‖∆nu‖L2
≤ B

}
Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ αi ≥ 0 è íàòóðàëüíûõ m, n ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèé 0 ≤ k < 2n, m < 2(2n − k),
m∑
i=1

αi = k äëÿ ëþáûõ u ∈ U2

ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖Pku‖C ≤
(

4na

4n− 2k −m

) 4n−2k−m
4n

(
4nb

2k +m

) 2k+m
4n

‖u‖
4n−2k−m

4n

L2
‖∆nu‖

2k+m
4n

L2

(2.11)

ãäå

a =

{
(4n− 2k −m) I

32n2πm−1 sin π 2k+m
4n

} 1
2

,

b =

{
(2k +m) I

32n2πm−1 sin π 2k+m
4n

} 1
2

.
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Çíàê ðàâåíñòâà â (2.11) äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ u(x) = cFv(x), v 6= 0,

c=const.

Fv(x) =
1

(2π)

m
2
∫
Rm

∑
|α|=k

Cαt
α1
1 . . . tαm

m

1 +

(
v2

m∑
i=1

t2i

)2n e
ixtdt

Èñïîëüçóÿ äàííóþ òåîðåìó, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ðåøèòü çàäà÷ó

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëèíåéíûìè îãðà-

íè÷åííûìè îïåðàòîðàìè íà ìíîæåñòâå

Q =
{
u : u ∈ U2; ‖∆nu‖L2

≤ 1
}
,

à èìåííî âû÷èñëèòü âåëè÷èíó

E(N) = inf
‖S‖L2

→C≤N
sup
u∈Q
‖Pku− Su‖C .

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âèäà

Pku =
∑

|α|=α1+α2+...+αm

Cα
∂αu

∂xα1
1 ...∂x

αm
m
,

ãäå Cα- ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòè îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîðîä-

íûì ïîëèíîìîì

pk(t) =
∑
|α|=k

Cαt
α1
1 . . . tαm

m

Ïðè k=0 ñ÷èòàåì, ÷òî P0u = u. Ïóñòü u ∈ L2 è

û(x) =
1

(2π)
m
2

∫
Rm

u(t)e−ixtdt

åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u â ñìûñëå L2 èëè, òî æå ñàìîå, â ñìûñëå

òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ û ∈ L2 è, áîëåå òîãî,∥∥∥(̂u)
∥∥∥
L2

= ‖(u)‖L2
.
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Èçâåñòíî èç ðàáîòû Â.Ñ.Âëàäèìèðîâà, ÷òî åñëè u ∈ S, òî û ∈ S. ßñíî, ÷òî ó
ôóíêöèè u ∈ U2 ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà k ≤ 2n ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé

ôóíêöèåé è ïðèíàäëåæèò L2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |α| = k ≤ 2n, òî

tα1
1 . . . tαm

m

1 + |t|2n
∈ L∞

è ïîýòîìó

∂̂ku

∂α1t1 . . . ∂αmtm
= iktα1

1 . . . tαm
m û(t) = ik

tα1
1 . . . tαm

m

1 + |t|2n
(

1 + |t|2n
)
û ∈ L2

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ αi ≥ 0 è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, k è n

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

k =
m∑
i=1

αi, 0 < k < 2n,

äëÿ ëþáûõ u ∈ U2 ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖Pku‖L2
≤ ‖pk‖C(Sm−1 ‖u‖

2n−k
2n

L2
‖∆nu‖

k
2n

L2
,

ãäå Sm−1- åäèíè÷íàÿ ñôåðà ïðîñòðàíñòâà Rm.

Òåîðåìà 3.1 äàåò íàì âîçìîæíîñòü ðåøèòü çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëè-

æåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå Q.

Ðàíåå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó

íàèëó÷øóþ êîíñòàíòó Kp â íåðàâåíñòâå∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
p

≤ Kp ‖u‖
1
2
p ‖∆u‖

1
2
p , i = 1,m (4.1)

ïðè ëþáûõ 1 ≤ p ≤ ∞. Ïóñòü

Up = u : u ∈ Lp,∆u ∈ Lp,

ãäå, êàê è ðàíüøå ∆u- ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà.
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Òåîðåìà 4.1. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Up ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.1) ñ êîíå÷íîé êîíñòàíòîé Kp, ïðè÷åì äëÿ íàèëó÷øåé

êîíñòàíòû Kp ñïðàâåäëèâû îöåíêè

1 = K2 ≤ Kp ≤ K∞ = K1 =
√

2.

Çàêëþ÷åíèå Èòàê, â äàííîé ðàáîòå âûïîëíåíû ïîñòàâëåííûå öåëü è çà-

äà÷è: áûëè èçó÷åíû ýêñòðåìàëüíûå íåðàâåíñòâà òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà è

òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ îãðàíè÷åííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà íåêîòîðûõ êëàñ-

ñàõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âàæíîé îáëàñòüþ òåî-

ðèè ôóíêöèé. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ýòàïû èñòîðèè îäíîìåðíûõ çàäà÷ òè-

ïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà, äîêàçàíû íåðàâåíñòâà òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ k-

èòåðèðîâàííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå L2(R
2), èçó÷åíû çàäà-

÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ðàâíîìåðíîé

ìåòðèêå, èçó÷åíû çàäà÷è íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(R
m), ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè

äëÿ íàèëó÷øèõ êîíñòàíò â íåðàâåíñòâàõ òèïà Ëàíäàó-Êîëìîãîðîâà â L2(R
m).
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