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Ââåäåíèå. Ïðîñòåéøàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñïëàéíà - ëåêàëà ÷åð-

ò¼æíèêà. Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëàâíûõ êðèâûõ ÷åðåç

çàäàííûå òî÷êè ëþäè èñïîëüçîâàëè òîíêèå ðåéêè èç äåðåâà, ìåòàëëà. Íà

ýòè ðåéêè â îïðåäåë¼ííûõ ìåñòàõ óñòàíàâëèâàþòñÿ ãðóçèëà, òàêèì îáðàçîì,

ïîäáèðàÿ ïðàâèëüíîå êîëè÷åñòâî ãðóçèë è èõ âçàèìîðàñïîëîæåíèå íà ðåé-

êå, óäà¼òñÿ äîñòè÷ü òîãî, ÷òîáû ñïëàéí ïðîø¼ë ÷åðåç çàðàíåå ðàçìå÷åííûå

òî÷êè.

Çàðîæäåíèå òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè è ñàì òåðìèí ñîîòíîñÿòñÿ ñî

ñòàòü¼é Àéçåêà Ø¼íáåðãà 1946 ãîäà. Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèÿ ïîëó÷èëà

â 50-70 ãîäàõ. Ñðåäè òåõ, êòî àêòèâíî çàíèìàëñÿ åé, êîíå÷íî áûëØ¼íáåðã, åãî

ó÷åíèê Óèòíè, òàêæå âàæíûå òðóäû â ýòîé îáëàñòè áûëè ñîçäàíû Àëüáåðãîì,

Íèëüñîíîì, Óîëøåì.

Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ñïëàéíàìè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â âû÷èñëèòåëü-

íîé ìàòåìàòèêå è ïðèëîæåíèÿõ. Îñîáåííî ðàñïðîñòðàíåíû è èññëåäîâàíû

ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû. Äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå, íåòðóäíî ïî-

ñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû, îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå

ïðîáëåìû.

Âî-ïåðâûõ, òðàäèöèîííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàé-

íîâ òðåáóåò èñêóññòâåííîãî çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íåóäà÷íîå èõ çàäà-

íèå ìîæåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ñïëàéíîâ ñ èñêóññòâåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç-

âåñòåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ. Íî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé ñòåïåíè ñïëàéíà ñòðîèòñÿ ñâîé àëãî-

ðèòì. Ñëîæíîñòü òàêèõ àëãîðèòìîâ áûñòðî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè

ñïëàéíà. Ïîýòîìó ñòåïåíè âûøå 3 ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþò. Êóáè÷åñêèé

æå ñïëàéí èìååò íåãëàäêóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ÷òî íåæåëàòåëüíî äëÿ ðÿäà

ïðèëîæåíèé.

Â 1972 ã. Êîêñ è äå Áîð ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü B-ñïëàéíû. Íà èõ îñíî-

âå ïîñòðîåí ïðîñòîé óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì íàèëó÷øåé ñðåäíåêâàäðàòè÷-

íîé àïïðîêñèìàöèè ñïëàéíàìè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Îí îáëàäàåò õîðîøåé

óñòîé÷èâîñòüþ, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âûñîêèå ñòåïåíè ñïëàéíà ïðè áîëü-

øîì ÷èñëå óçëîâ, è îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè.
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Ôóíêöèè B-ñïëàéíîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ñèñòåìàõ àâòîìàòèçèðîâàí-

íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ è ìíîãèõ ïàêåòàõ ãðàôè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïî-

äîáíî ñïëàéíàì Áåçüå, B-ñïëàéíû ãåíåðèðóþòñÿ ïóò¼ì àïïðîêñèìàöèè íàáî-

ðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê. Â òî æå âðåìÿ, B-ñïëàéíû îáëàäàþò äâóìÿ ïðåèìó-

ùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïëàéíàìè Áåçüå: âî-ïåðâûõ, ñòåïåíü ïîëèíîìà

B-ñïëàéíà ìîæíî çàäàòü íåçàâèñèìî îò ÷èñëà êîíòðîëüíûõ òî÷åê (ñ îïðåäå-

ëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè); âî-âòîðûõ, B-ñïëàéíû äîïóñêàþò ëîêàëüíûé êîí-

òðîëü íàä ôîðìîé êðèâîé. Ïëàòîé çà ýòî ÿâëÿåòñÿ áîëüøàÿ ñëîæíîñòü B-

ñïëàéíîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïëàéíàìè Áåçüå.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ B-ñïëàéíîâ, ïîñòðîåíèå

ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ è áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñïëàéíîâ.

Â ñâÿçè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ â ðàáîòå ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) äàòü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèÿ ðàçäåë¼ííîé ðàç-

íîñòè è B-ñïëàéíà

2) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâà ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé è B-

ñïëàéíîâ

3) îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ

4) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î áàçèñå ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ

5) óêàçàòü ìåòîä ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè ïî áàçèñó

6) ðåøèòü ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíê-

öèè ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå B-ñïëàéíîâ, èñïîëüçóÿ ÿçûê C ++.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ; ðàçäåëà ñ îïðåäåëåíèÿìè; îñíîâíîé ÷àñòè, îíà

ñîñòîèò èç 5 ðàçäåëîâ, êîòîðûå èìåþò ðàçäåëåíèÿ íà ïóíêòû; çàêëþ÷åíèÿ;

ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ; ïðèëîæåíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ½Ñïëàéí. Ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ� ïðèâîäÿòñÿ íåêîòî-

ðûå áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ, îïèñûâà-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ½Ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè� åñòü äâà ïóíêòà. Â ïåðâîì

½Ïîíÿòèå ðàçäåë¼ííîé ðàçíîñòè� ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàçäåë¼ííûõ

ðàçíîñòåé ðàçíûõ ïîðÿäêîâ. Âî âòîðîì ½Ñâîéñòâà ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé�

ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ½B-ñïëàéíû è èõ ñâîéñòâà� òàêæå èä¼ò äåëåíèå íà äâà

ïóíêòà. Â ïåðâîì ½Ïîíÿòèå B-ñïëàéíà� ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå B-ñïëàéíà
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è ñâÿçàííîãî ñ íèì îïðåäåëåíèÿ óñå÷¼ííîé ñòåïåííîé ôóíêöèè. Âî âòîðîì

½Ñâîéñòâà B-ñïëàéíîâ� ïðèâîäÿòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà B-

ñïëàéíîâ.

Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå ½Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñïëàéíîâ� â ïóíêòå ½Ïðî-

ñòðàíñòâà Pk,ξ è Pk,ξ,ν� äàþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, äîêàçûâàþòñÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûå òåîðåìû, îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà, à â ïóíê-

òå ½Òåîðåìà Êàððè-Ø¼íáåðãà� äà¼òñÿ îáúÿñíåíèå ñìûñëà òåîðåìû Êàððè-

Ø¼íáåðãà, ïðèâîäèòñÿ ñàìà òåîðåìà è å¼ äîêàçàòåëüñòâî.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ½Ðàçëîæåíèå êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè ïî áàçèñó

èç B-ñïëàéíîâ� ïðèñóòñòâóåò òðè ïóíêòà. Â ïåðâîì ½Îáùèé ñëó÷àé� ïðèâî-

äèòñÿ àëãîðèòì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ðàçëîæåíèÿ. Âî âòîðîì ½×àñòíûé ñëó÷àé�

� äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû ñ ïðîñòûìè óçëàìè. Â òðåòüåì ½Ïðàêòè÷åñêîå çàäàíèå�

ïðèâîäÿòñÿ ýëåìåíòû ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-

ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå B-ñïëàéíîâ è ðåçóëüòàòû

âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ.

Â ïðèëîæåíèè ñîäåðæèòñÿ ïîëíûé ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è íà ÿçûêå C ++.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàçäåë¼ííîé ðàçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà ìíîæåñòâå X è çàôèêñèðî-

âàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè x0, ..., xn ∈ X. Ðàçäåë¼ííîé ðàçíîñòüþ íó-

ëåâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå xj íàçûâàþò çíà÷åíèå f(xj), ðàçäåë¼ííàÿ

ðàçíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(xi;xj) =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
,

ðàçíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåíñòâîì

f(xi;xj;xk) =
f(xj;xk)− f(xi;xj)

xk − xi
,
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íàêîíåö, ðàçäåë¼ííàÿ ðàçíîñòü ïîðÿäêà k äëÿ ñèñòåìû òî÷åê x1, ..., xk ïîëó-

÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå

f(x1; ...;xk) =
f(x2; ...;xk)− f(x1; ...;xk−1)

xk − x1
. (1)

Â ðàáîòå ïðèâåäåíû è äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàçäåë¼ííûõ ðàçíî-

ñòåé, ñôîðìóëèðîâàííûå â âèäå ëåìì.

Ëåììà 2.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x1; ...;xk) =
k∑
j=1

f(xj)
k∏
i=1
i6=j

(xj − xi)
. (2)

Ëåììà 2.2. Ðàçäåë¼ííàÿ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì îò ôóíê-

öèè f :

(α1f1 + α2f2)(x1; ...;xk) = α1f1(x1; ...;xk) + α2f2(x1; ...;xk).

Ëåììà 2.3. Ðàçäåë¼ííàÿ ðàçíîñòü åñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àð-

ãóìåíòîâ x1, ..., xk (òî åñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé èõ ïåðåñòàíîâêå).

Ëåììà 2.4. Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî åãî ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè

ïîðÿäêà n+ 1 ðàâíû íóëþ.

Ëåììà 2.5. Ðàçäåë¼ííàÿ ðàçíîñòü f(x0;x1; ...;xn) � åñòü êîýôôèöèåíò ïðè

xn äëÿ ìíîãî÷ëåíà n-îé ñòåïåíè, êîòîðûé èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ f â óçëàõ

ñåòêè x0, x1, ..., xn.

Ëåììà 2.6. Ðàçäåë¼ííàÿ ðàçíîñòü f(x0;x1; ...;xn) ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè f

åäèíñòâåííà.

Ëåììà 2.7. Åñëè f(x) = g(x)h(x) äëÿ âñåõ x, òî

f(x0; ...;xn) =
n∑
k=0

g(x0; ...;xk)h(xk; ...;xn).

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ëåéáíèöà.
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Ëåììà 2.8. Ïóñòü äàíà xi, ..., xi︸ ︷︷ ︸
p+1

� ñèñòåìà êðàòíûõ óçëîâ. Òîãäà ðàçäåë¼ííàÿ

ðàçíîñòü f(xi; ...;xi) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

f(xi, ..., xi︸ ︷︷ ︸
p+1

) =
f (p)(xi)

p!
.

Ëåììà 2.9. Ïóñòü äàíà êðàòíàÿ ñèñòåìà óçëîâ (xj,mj)
s
j=0. Òîãäà

f(x0; ...;x0; ...;xs; ...;xs) =
s∑
i=0

mi−1∑
j=0

αi,jf
(j)(xi),

ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû αi,j çàâèñÿò òîëüêî îò ñèñòåìû óçëîâ (xj,mj)
s
j=0 è íå

çàâèñÿò îò ôóíêöèè f .

Äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê τ = (τi)
n
1 è äëÿ äîñòàòî÷íî

ãëàäêîé ôóíêöèè g îïðåäåëÿåì âåêòîð g|τ , êîòîðûé áóäåò n-ìåðíûì ÷èñëî-

âûì âåêòîðîì (gi)
n
1 , çàäàííûì êàê

gi = g(r)(τi), r = max{j : τi−j = τi}.

Ëåììà 2.10. Ïóñòü τ = (τi)
n
1 � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê. Äëÿ

ëþáûõ 1 ≤ r ≤ s ≤ n ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû (di)
n
1 , çàâèñÿùèå îò g, òàêèå,

÷òî

g(τr; ...; τs) =
n∑
i=1

digi. (3)

Ðàçîáðàâ îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé, ìîæíî ïðèñòó-

ïèòü ê èçó÷åíèþ B-ñïëàéíîâ. Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå B-ñïëàéíà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü (xj)j∈J � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà óçëîâ, êîíå÷íàÿ

èëè áåñêîíå÷íàÿ, k ∈ N � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Âûáåðåì z ∈ R è çàôèêñè-

ðóåì. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ϕz = ϕz,k(x) = (x− z)k−1+ =

{
(x− z)k−1, z ≤ x,

0, z > x.
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Ôóíêöèþ ϕz(x) íàçûâàþò óñå÷¼ííîé ñòåïåííîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü (xj)j∈J � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà óçëîâ, êîíå÷íàÿ

èëè áåñêîíå÷íàÿ, âîçìîæíî ñ êðàòíûìè óçëàìè, ïóñòü k ∈ N � ôèêñèðîâàííîå

÷èñëî. Äëÿ êàæäîãî i ∈ J , äëÿ êîòîðîãî i+ k ∈ J , îïðåäåëèì ôóíêöèþ

bi,k(z) = bi(z) = (xi+k − xi)ϕz(xi; ...;xi+k) = (xi+k − xi)
i+k∑
s=i

(xs − z)k−1+∏
l 6=s

(xs − xl)
, (4)

ãäå

l = i, i+ 1, ..., i+ k.

Ôóíêöèÿ bi(z) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì B-ñïëàéíîì ïîðÿäêà k (ñòåïåíè

(k − 1)) îòíîñèòåëüíî óçëîâ xi, ..., xi+k.

ÏîäB-ñïëàéíàìè áóäåì ïîíèìàòü èìåííî íîðìèðîâàííûåB-ñïëàéíû, òàê

êàê ðàññìàòðèâàòüñÿ áóäóò òîëüêî îíè.

Â ðàáîòå ïðèâåäåíû è äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà B-ñïëàéíîâ, ñôîð-

ìóëèðîâàííûå â âèäå ëåìì.

Ëåììà 3.1. bi(z) ≡ 0 âíå èíòåðâàëà (xi, xi+k).

Ëåììà 3.2.

bi,k(z) = (z − xi)
bi,k−1(z)

xi+k−1 − xi
+ (xi+k − z)

bi+1,k−1(z)

xi+k − xi+1
. (5)

Ëåììà 3.3. Ïðè k = 1, òî åñòü äëÿ ñèñòåìû xi, xi+1

bi,1(z) = (xi+1 − xi) · ϕz,1(xi;xi+1) =

{
1, z ∈ (xi, xi+1),

0, z /∈ (xi, xi+1).
(6)

Ëåììà 3.4. ∀x ∈ (xj, xj+1) (j = i, ..., s) bi(z) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k−1.

Ëåììà 3.5. bi(z) > 0, ∀z ∈ (xi, xi+k).

Ëåììà 3.6. bi(z) èìååò ðîâíî k èíòåðâàëîâ âèäà (xj, xj+1):

(xi, xi+1), ..., (xi+k−1, xi+k),
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íà êîòîðûõ bi(z) 6= 0.

Ëåììà 3.7. Íà êàæäîì èíòåðâàëå (xi, xi+1) ñóùåñòâóåò ðîâíî k B-ñïëàéíîâ

bi−k+1, bi−k+2, ..., bi, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Ëåììà 3.8. ∀z ∈ (xr, xs)
∑
i∈J

bi(z) =
s−1∑

i=r+1−k
bi(z) = 1, J-ìíîæåñòâî êîýô-

ôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óçëîâ.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü (xi,mi), ..., (xi+s,mi+s) � êðàòíàÿ ñèñòåìà óçëîâ mi+ ...+

mi+s = k+1, ãäå νj = k−mj ïðè j = i+1, ..., i+s−1. Òîãäà B-ñïëàéí bi,k(z) â
òî÷êàõ xj èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà νj − 1 âêëþ÷èòåëüíî,

à ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà νj èìååò ðàçðûâ.

Â ðàáîòå òàêæå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ôàêòû è ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå

ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î

áàçèñå â ïðîñòðàíñòâå ñïëàéíîâ. Âñå ëåììû è òåîðåìû ïðèâåäåíû â ðàáîòå ñ

äîêàçàòåëüñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü x = (xi)
n
1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, íå îáÿçà-

òåëüíî ðàçëè÷íûõ. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ p ñîãëàñóåòñÿ ñ ôóíêöèåé g íà x,

åñëè â êàæäîé òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ m ðàç â ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè x1, ..., xn, p è g ñîãëàñóþòñÿ m-êðàòíî íà x, òî åñòü

p(i−1)(x) = g(i−1)(x), i = 1, ...,m.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè g ∈ C(n), òî åñòü åñëè g èìååò n íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîä-

íûõ, è x = (xi)
n
1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê (íå îáÿçàòåëüíî

ðàçëè÷íûõ), òî äëÿ âñåõ x

g(z) = pn(z) + (z − x1) · ... · (z − xn)g(x1; ...;xn; z), (7)

ãäå

pn(z) =
n∑
i=1

(z − x1) · ... · (z − xi−1)g(x1; ...;xi). (8)

Â ÷àñòíîñòè, pn � åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà n, êîòîðûé ñîãëàñóåòñÿ

ñ g íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûå ôóíêöèè ñî-

ãëàñóþòñÿ, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ìíîãî÷ëåííûõ ÷àñòåé è èìåþò

ðàçðûâû â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ. Êîíå÷íî, åñëè îäèí èç ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìíîãî÷ëåíîâ íåïðåðûâåí ñïðàâà, à äðóãîé íåïðåðûâåí ñëåâà, òî îíè ìîãóò íå

ñîãëàñîâûâàòüñÿ â òî÷êàõ ðàçðûâîâ. Áóäåì, òåì íå ìåíåå, ñ÷èòàòü èõ èäåí-

òè÷íûìè êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûìè ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé ïî-

ðÿäêà k ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê ðàçðûâà ξ = (ξi)
l+1
1 ÷åðåç Pk,ξ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Djf � j-ÿ ïðîèçâîäíàÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè f

� êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ ôóíêöèÿ k−j-ãî ïîðÿäêà ñ òîé æå ñàìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ òî÷åê ðàçðûâà, îáðàçîâàííîé èç j-õ ïðîèçâîäíûõ ìíîãî÷ëåííûõ

÷àñòåé, èç êîòîðûõ ñîñòîèò f .

Òèïè÷íàÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé ìîæåò

áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î íåêîòî-

ðîé ôóíêöèè g è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ f èç ïðîñòðàí-

ñòâà Pk,ξ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è g. Êðîìå òîãî,

ôóíêöèÿ f äîëæíà èìåòü îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñ

ó÷¼òîì ýòèõ ïîñëåäíèõ óñëîâèé ãëàäêîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ïîäïðîñòðàíñòâà

Pk,ξ,ν ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ.
Ñîãëàñíî îáû÷íûì óñëîâèÿì îäíîðîäíîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷àåìàÿ

êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Pk,ξ èìåëà îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî íåïðå-

ðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ â âèäå

jumpξiD
j−1f = 0, j = 1, ..., νi; i = 2, ..., l, (9)

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà ν = (νi)
l
2, ñîñòîÿùåãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Êîìïîíåíòà νi âåêòîðà ν îáîçíà÷àåò ÷èñëî óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè, êîòîðûå

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â òî÷êå ξi. Â ÷àñòíîñòè, νi = 0 îçíà÷àåò, ÷òî âîîáùå íå

ââîäÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ξi.Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

jumpαf = f(α+)− f(α−)

îçíà÷àåò ñêà÷îê ôóíêöèè f â òî÷êå α.
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Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ (9) ëèíåéíû è îäíîðîäíû, òî ïîäìíîæåñòâî âñåõ ôóíê-

öèé f ∈ Pk,ξ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (9) äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà ν, ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ. Îáîçíà÷èì ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî

÷åðåç Pk,ξ,ν.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ñïëàéí-ôóíêöèÿ ïîðÿäêà k ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ óç-

ëîâ x åñòü ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ B-ñïëàéíîâ ïîðÿäêà k äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè óçëîâ x. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

$k,x :

$k,x =

{∑
i

αibi,k : αi ∈ R, ∀i

}
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñïëàéíîâ êëþ÷åâîé ÿâëÿåòñÿ òåîðå-

ìà Êàððè-Ø¼íáåðãà. Îíà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áàçèñ èç B-ñïëàéíîâ äëÿ ëþáîãî

ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé Pk,ξ,ν è äà¼ò ïðàâèëî âûáîðà

ïîäõîäÿùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ x. Òàêîé âûáîð x ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü

æåëàåìóþ ñòåïåíü ãëàäêîñòè â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà (â ñîîòâåòñòâèè ñ èí-

äåêñîì ν) ñ ÷ñèëîì óçëîâ â ýòîé òî÷êå; ïðè ýòîì ìåíüøåå ÷èñëî óçëîâ ñî-

îòâåòñòâóåò áîëüøåìó ÷èñëó óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè è âñåãäà ÷èñëî óñëîâèé

íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ξ â ñóììå ñ ÷èñëîì óçëîâ â òî÷êå ξ äà¼ò k.

Ïîýòîìó k-êðàòíûé óçåë â òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ óñëîâèé íåïðå-

ðûâíîñòè âîîáùå, à â äðóãîì êðàéíåì ñëó÷àå îòñóòñòâèå óçëîâ â òî÷êå ðàâ-

íîñèëüíî k óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè, òî åñòü äâå ìíîãî÷ëåííûå ÷àñòè, ñî-

ïðèêàñàþùèåñÿ â ýòîé òî÷êå, äîëæíû áûòü òîæäåñòâåííî ñîãëàñîâàíû. Â

äîïîëíåíèå ê ýòèì
l∑

i=2

(k − νi)

(âíóòðåííèì) óçëàì

ξ2 ≤ xk+1 ≤ ... ≤ xn ≤ ξl

èìååòñÿ åù¼ k íà÷àëüíûõ è k êîíå÷íûõ óçëîâ, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ ïðî-

èçâîëüíî, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè íå äîëæíû ëåæàòü âíóòðè èíòåðâàëà

[ξ1, ξl+1].
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Òåîðåìà 4.3. Ñèñòåìà ôóíêöèé ϕi,j(x), îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâàìè

ϕi,1(x) =
(x−ξ1)i

i! (i = 0, ..., k − 1),

ϕi,j(x) =
(x−ξj)i+

i! (i = 0, ..., k − 1; j = 2, ..., s), (10)

îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ ðàâíà k · s.
Ôóíêöèè ϕi,j(x), îïðåäåë¼ííûå ðàâåíñòâàìè (10) äëÿ i = νj, .., k − 1 (j ≥

2), îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ,ν , à ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ,ν ðàâ-

íà k +
s∑
j=2

(k − νj).

Òåîðåìà 4.5 (Êàððè-Ø¼íáåðã). Äëÿ äàííîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ξ = (ξi)
l+1
1 è äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë ν = (νi)
l
2, ãäå νi ≤ k äëÿ âñåõ i, ïîëîæèì

n = k +
l∑

i=2

(k − νi) = kl −
l∑

i=2

νi = dimPk,ξ,ν,

è ïóñòü x = (xi)
n+k
1 � ëþáàÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî

1) x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xk ≤ ξ1 è ξl+1 ≤ xn+1 ≤ ... ≤ xn+k.

2) Äëÿ i = 2, ..., l ÷èñëî ξi âñòðå÷àåòñÿ òî÷íî (k− νi) ðàç â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, ..., bn èç B-ñïëàéíîâ ïîðÿäêà k äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè óçëîâ x åñòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Pk,ξ,ν. Ïðè ýòîì b1, ..., bn � ôóíê-

öèè, çàäàííûå íà èíòåðâàëå [xk, xn+1]. Â ñèìâîëüíîì îáîçíà÷åíèè ýòî çàïè-

øåòñÿ êàê

$k,x = Pk,ξ,ν íà èíòåðâàëå [xk, xn+1].

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ìåòîäàì ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè

ïî áàçèñó èç B-ñïëàéíîâ.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà óçëîâ (ξ1 < ξ2 < ... <

ξs+1) = ξ è ôóíêöèÿ f ∈ Pk,ξ,ν (ν = (ν2, ..., νs), νj < k). Êàê íàéòè ïðåäñòàâ-
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ëåíèå f â âèäå

f(z) =
n∑
i=1

cibi,k(z)? (11)

Çàïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ci:

1) Âû÷èñëÿåì êðàòíîñòè mj = k − νj (j = 2, 3, ..., s).

2) Äîïîëíÿåì ñèñòåìó

ξ1 < (ξ2,m2) < ... < (ξs,ms) < ξs+1

äî ñèñòåìû

x1 ≤ ... ≤ xk = ξ1 < (ξ2,m2) < ... < (ξs,ms) < ξs+1 = xk+1 ≤ ... ≤ xn+k

è îáîçíà÷àåì óçëû ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÷åðåç (xj)
n+k
j=1 , ãäå n = k+

s∑
j=2

ms.

3) Ñòðîèì ôóíêöèè bi,k(z) = (xi+k − xk)ϕx,k(xi; ...;xi+k), òî åñòü ïèøåì

ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ôóíêöèè bi,k(z).

4) Çàäà¼ì ôóíêöèè

ψi(z) =
(xi+1 − z)...(xi+k−1 − z)

(k − 1)!

è ïèøåì ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ψi(z) è èõ ïðîèçâîäíûõ.

5) Îïðåäåëÿåì ôóíêöèîíàëû

λi(f) =
k−1∑
r=0

(−1)k−1−rψ(k−1−r)(τi)f
(r)(τi) (τi ∈ (xi, xi+k)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàððè-Ø¼íáåðãà λi(bj) = δij. Ïîýòîìó åñëè f èìååò

ïðåäñòàâëåíèå (11), òî

ci = λi(f),

12



ïðè÷¼ì ÷èñëà τi ìîæíî âûáèðàòü ëþáûìè èç èíòåðâàëà (xi, xi+k). Â

÷àñòíîñòè, ìîæíî âûáèðàòü

τi = min (xj : xj > xi).

Ïåðåéä¼ì ê ïðàêòè÷åñêîìó çàäàíèþ. Çàäàíà ôóíêöèÿ

f(x) = x · cos(x), x ∈ [0, 3] (12)

è ñèñòåìà óçëîâ {0; 0.5; 0.9; 1.4; 2.1; 2.7; 3} = {xi}. Íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü

íà C + + àëãîðèòì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ B-ñïëàéíîâ, ïðåä-

ëîæåííûé â òåîðåìå Êàððè-Ø¼íáåðãà, è âèçóàëüíî îöåíèòü òî÷íîñòü òàêîãî

ïðèáëèæåíèÿ.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü k = 3. Äîïîëíèì ñèñòåìó óçëîâ êðàòíûìè óçëàìè äî ðàñøèðåííîé ñè-

ñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êàððè-Ø¼íáåðãà, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó:

{ti} = {0; 0; 0; 0.5; 0.9; 1.4; 2.1; 2.7; 3; 3; 3}.
Â êà÷åñòâå áîëåå ìåëêîé ñåòêè âîçüì¼ì ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 3] ñ øàãîì

0.05 : {0; 0.05; 0.1; ...; 2.95; 3} � íà íåé áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ çíà÷åíèÿ, ïîäñ÷è-

òàííûå ïî ôîðìóëàì

f(z) = z · cos(z) (13)

è

f(z) =
n∑
i=1

cibi,k(z). (14)

Ïîäñòàâëÿåì ôîðìóëó (12), ãðàíèöû îòðåçêà, êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ðàçáè-

åíèÿ áîëåå ìåëêîé ñåòêè, çíà÷åíèå k è ñåòêó ti â ïðîãðàììíûé êîä [ÏÐÈËÎ-

ÆÅÍÈÅ À], âûïîëíÿåì åãî, ïîëó÷àåì äâà íàáîðà âû÷èñëåííûõ ïî ôîðìóëàì

çíà÷åíèé, ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà 0.204831. Ñòðîèì ïî ïîëó÷åííûì

íàáîðàì ãðàôèêè
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Ðèñóíîê 1 � Ãðàôèêè òî÷íîé è ïðèáëèæåííîé ôóíêöèè.

Çäåñü, ãîëóáàÿ êðèâàÿ � ãðàôèê ôóíêöèè (13), îðàíæåâàÿ � ãðàôèê ôóíê-

öèè (14).

Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè ðåàëèçîâàíû ïîñòàâëåí-

íûå öåëè è çàäà÷è: äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåíèÿ ðàçäåë¼ííîé

ðàçíîñòè è B-ñïëàéíà; ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ñâîéñòâà ðàçäåë¼ííûõ

ðàçíîñòåé è B-ñïëàéíîâ; äàíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ; ñôîðìóëèðî-

âàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î áàçèñå ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ; óêàçàíû àëãîðèòìû

ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè ïî áàçèñó; ðåøåíà ïðàêòè÷åñêàÿ

çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííîé ôóíêöèè ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå

B-ñïëàéíîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà C ++.

Ðàññìîòðåííàÿ â ðàáîòå òåìà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñïëàé-

íîâ è, â îáùåì, òåìà B-ñïëàéíîâ âàæíà, òàê êàê îíà èìååò ïðèìåíåíèå ïðè

ðåøåíèè êëàññà çàäà÷ â ìàòåìàòèêå è âî ìíîãèõ å¼ ïðèëîæåíèÿõ.
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