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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå âðå-

ìåíè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé îïòèìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. ×àñòî òàêèå çàäà÷è ñâÿçûâàþò ñ èññëåäîâàíèåì ïðî-

öåññîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Ýòèì îáóñëîâëåíî èõ íàçâàíèå � çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë ïîëåçíîñòè

â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà èìååò ñïåöèàëüíûé âèä. Îí

çàäàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, ñîäåðæàùèì ýêñïîíåíöèàëüíûé äèñêîí-

òèðóþùèé ìíîæèòåëü [1, 2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðåä-

ïðèÿòèÿ îäíîñåêòîðíîé ýêîíîìèêè ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì óïðàâëåíèÿ.

Òåìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé, òàê êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðî-

ñòà ìîäåëèðóåò ïðîèçâîäñòâî ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü

ðåçóëüòàò, îïðåäåëÿþùèé ðàñïðåäåëåíèå ñðåäñòâ ìåæäó ïðîèçâîäñòâîì è ïî-

òðåáëåíèåì. Êðîìå òîãî, âîçìîæíî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìîäåëè Ðàìñåÿ.

Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

1. Èçó÷åíèå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðåäïðèÿòèÿ îäíîñåêòîðíîé ýêî-

íîìèêè ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì óïðàâëåíèÿ;

2. Ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ â îäíîé

çàäà÷å ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà;

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìåòîäîì óñëîâíîãî ãðàäèåíòà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

� èññëåäîâàíà çàäà÷à ìîäåëè Ðàìñåÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ôîíäîâîîðóæåí-

íîñòü;

� äîêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è ñ ïåðåìåííûì

ãîðèçîíòîì óïðàâëåíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðîäåëàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â íàïèñàíèè

ïðîãðàììû, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíóþ òðà-

åêòîðèþ è èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà â îäíîé çàäà÷å ýêîíîìè÷åñêîãî

ðîñòà ìåòîäîì óñëîâíîãî ãðàäèåíòà. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [3-10].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäà-

ëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. Âñåðîññèéñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ýêîíîìèêà è óïðàâ-
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ëåíèå: ïðîáëåìû, òåíäåíöèè, ïåðñïåêòèâû¿ (Ñàðàòîâ, àïðåëü 2016);

2. V Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå â ýêîíîìèêå, ñòðàõîâàíèè

è óïðàâëåíèè ðèñêàìè¿ (Ñàðàòîâ, íîÿáðü 2016).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [11, 12].
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ìàãèñòåðñêàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ òåîðåòè÷åñêèõ è îäíîé

ïðàêòè÷åñêîé ãëàâû, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñ-

òî÷íèêîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå "Ìîäåëü Ðàìñåÿ" îïèñûâàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü

îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíî-

ãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà îïèñûâàåò çàìêíóòóþ ýêîíîìèêó, ïðîèçâîäÿùóþ â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 åäèíñòâåííûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò (êàïè-

òàë) ñî ñêîðîñòüþ Y (t) > 0. Â çàìêíóòîé ýêîíîìèêå ïðîèçâåäåííûé ïðîäóêò

ëèáî èíâåñòèðóåòñÿ â îñíîâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû (êàïèòàë), ëèáî ïî-

òðåáëÿåòñÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âåëè÷èíà Y (t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

òåêóùèõ çíà÷åíèé êàïèòàëà K(t) > 0 è òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L(t) > 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî,

Y (t) = F (K(t), L(t)) ∀t ≥ 0. (1)

Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé. Îòíîñèòåëüíî ïðî-

èçâîäñòâåííîé ôóíêöèè F ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà

íà ïîëîæèòåëüíîì ìíîæåñòâå

G = {(K,L) ∈ R2 : K > 0, L > 0},

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ¾íåî-

êëàññè÷åñêèì¿ óñëîâèÿì äëÿ âñåõ K > 0, L > 0:

∂F (K,L)

∂K
> 0,

∂F (K,L)

∂L
> 0,

∂2F (K,L)

∂K2
< 0,

∂2F (K,L)

∂L2
< 0,

lim
K→0

∂F (K,L)

∂K
=∞, lim

L→0

∂F (K,L)

∂L
=∞,

lim
K→∞

∂F (K,L)

∂K
= 0, lim

L→∞

∂F (K,L)

∂L
= 0.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ, ò.å.

F (λK, λL) = λF (K,L) ∀λ > 0, K > 0, L > 0.
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Â êà÷åñòâå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà [13-17]:

F (K,L) = AKαLβ,

ãäå F (K,L) � îáúåì âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè; K � îáúåì îñíîâíîãî êàïèòà-

ëà; L� çàòðàòû òðóäà; A, α, β � êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

A > 0, α, β ≥ 0, α + β = 1.

Êîýôôèöèåíò A ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïåðåâîäà åäèíèö èçìåðåíèÿ òðóäà è êàïè-

òàëà â åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïðîäóêòà; êîýôôèöèåíòû α è β îòðàæàþò âêëàä

òðóäà è êàïèòàëà â èçãîòîâëåíèå ïðîäóêòà.

Ôóíêöèÿ F (K,L) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé, ÷òî ëåãêî ïîêàçàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (λK, λL) = AKαLβλα+β = AKαLβλ = λF (K,L).

Ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà, ÷òî ïðåäîïðå-

äåëèëî åå ðîëü êàê îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíê-

öèé â ïðèêëàäíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Âî âòîðîé ãëàâå "Ýëåìåíòû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ" ðàñêðû-

òû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå íåîá-

õîäèìû äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè ðàáîòû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿ-

òèÿ: ôóíêöèîíàë è åãî îïòèìèçàöèÿ, îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ, èññëåäîâàíèå çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðå-

ìóìà äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è (ìåòîä Äóáîâèöêîãî-Ìèëþòèíà), ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

R è â íåì çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ R. Îòîáðàæåíèå

I : X → R, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè f ∈ X îïðåäåëåííîå

÷èñëî I(f), íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì.

Âñÿêîå óïðàâëåíèå u = u(t) ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè êîìïîíåíòàìè,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ u(t) ∈ U ïðè âñåõ t ∈ [t0, T ], íàçûâàþò äîïóñòè-
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ìûì óïðàâëåíèåì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx1
dt = f1(t, x1, ..., xn, u1, ..., ur),

dx2
dt = f2(t, x1, ..., xn, u1, ..., ur),

...

dxn
dt = fn(t, x1, ..., xn, u1, ..., ur).

(2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íåîá-

õîäèìî çàäàòü óñëîâèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà áîëåå è

ìåíåå âûãîäíûå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîé öåëè ñëóæèò êðèòåðèé

îïòèìàëüíîñòè (êðèòåðèé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ èëè öåëåâîé ôóíêöèîíàë):

I(u) =

∫ T

t0

f0(t, x1(t), ..., xn(t), u1(t), ..., ur(t))dt, (3)

ãäå f0(t, x1(t), ..., xn(t), u1(t), ..., ur(t)) � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ n+r+1 ïå-

ðåìåííûõ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå êðè-

òåðèÿ îïòèìàëüíîñòè I(u), òåì áîëåå âûãîäíûì ÿâëÿåòñÿ äàííîå óïðàâëåíèå

u. Òîãäà ñàìûì âûãîäíûì áóäåò óïðàâëåíèå, êîòîðîå äîñòàâëÿåò íàèáîëüøåå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîìó ôóíêöèîíàëó (3).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî

ôóíêöèîíàëà (3) íà ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ïåðåâîäÿùèõ

ñèñòåìó (2) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà � ýòî îïðåäåëåííîãî òèïà íåîáõîäè-

ìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ

äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ âûäåëèòü òå, êîòîðûå ìîãóò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü îï-

òèìàëüíûõ.

Òåîðåìà 2 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Ïóñòü (x∗(t), u∗(t)) � îï-

òèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t), ..., ψn(t)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ âìåñòå ñ

äàííûì ïðîöåññîì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ôóíêöèÿ H(t, x, ψ, u) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî u ïðè x =

x∗(t), ψ = ψ(t) íà çíà÷åíèè u = u∗(t) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].
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2. Ïåðåìåííûå ψ(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé:
dψi(t)

dt
= −∂H(t, x, ψ(t), u∗(t))

∂xi
, i = 1, ..., n.

3. Â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t = T îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè:

ψi(T ) = −∂F (x)

∂xi
, i = m+ 1, ..., n.

Â òðåòüåé ãëàâå "Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà" ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä

óñëîâíîãî ãðàäèåíòà è ñõîäèìîñòü äàííîãî ìåòîäà.

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåãî âèäà [18]:

J(u) −→ inf, u ∈ U.

Èäåÿ ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà îñíîâàíà íà òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè

òî÷êè uk ôóíêöèîíàë J(u) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü êàê

J(u) ' J(uk) + 〈J ′(uk), u− uk〉.

Òàê êàê J(uk) áëèçêî ê J(u), òî ìû ñòàðàåìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå Jk(u) = 〈J ′(uk), u− uk〉. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ūk = arg min
u∈U

Jk(u).

Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà îïè-

ñûâàåòñÿ êàê

uk+1 = uk + α(ūk − uk), (4)

ãäå

αk = arg min
0≤α≤1

J(uk + α(ūk − uk)).

Äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ αk çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî à íà÷àëå

âûïîëíåíèÿ èòåðàöèè ïîëàãàþò αk = 1, ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿþò óñëîâèå:

J(uk+1) < J(uk). (5)

Åñëè ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, òî αk óìåíüøàþò â 2 ðàçà (äî òåõ ïîð,
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ïîêà íåðàâåíñòâî (5) íå áóäåò âûïîëíåíî) è ïåðåõîäÿò ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè

(4) [19].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü U ⊂ H � âûïóêëîå, çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå ìíî-

æåñòâî, J(u) ∈ C1(U) è âûïóêëà, J ′(u) ∈ Lip(U) ñ êîíñòàíòîé L > 0,

D = diamU. Òîãäà

J(uk)− J∗ ≤
J(u0)− J∗

1 + J(u0)−J∗
2LD k

= O

(
1

k

)
. (6)

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå "Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ìîäåëè Ðàìñåÿ ñ íåîãðà-

íè÷åííûì ãîðèçîíòîì óïðàâëåíèÿ" îïèñàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ñôîðìóëè-

ðîâàíû è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà è ïîñòðîåí ÷èñëåííûé

àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà óñëîâíî-

ãî ãðàäèåíòà è íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëü-

íîé òðàåêòîðèè è îïòèìàëüíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà íà

ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java. Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû ïðèâåäåí â âèäå

òàáëèö è ãðàôèêîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Ðàìñåÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðåäïðèÿòèÿ çà-

ìêíóòîãî òèïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K(t) � êàïèòàë ïðåäïðèÿòèÿ, L(t) � òðó-

äîâûå ðåçåðâû. Ïóñòü â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ u(t) óêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ñòîèìî-

ñòè ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà, êîòîðàÿ èäåò íà óâåëè÷åíèå êàïèòàëà. Òàêèì

îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

K̇(t) = u(t)F (K(t), L(t)), K(0) = K0, (7)

L̇(t) = µL(t), L(0) = L0, (8)

u(t) ∈ Uε = [0, 1− ε], t ∈ [0,∞), (9)

J(u, T ) =

∫ T

0

e−ρt[ln(1− u(t)) + ln F (K(t), L(t))]dt+

+e−ρT lnF (K(T ), L(T )) −→ max
u,T

, T ∈ [0,∞),
(10)

ãäå u(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ; U ⊂ R1 � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå

ìíîæåñòâî; F (K,L) � ôóíêöèÿ ïðîèçâîäñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåîêëàññè-

÷åñêèì óñëîâèÿì; K0 > 0 è L0 > 0 � çàäàííûå íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-

ìû; µ = const, µ > 0 � çàäàííûé êîýôôèöèåíò ïîòåðè òðóäîâûõ ðåñóðñîâ;

8



ρ > 0 � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ; ε > 0 � îïðåäåëÿåò ÷àñòü êàïèòàëà,

êîòîðîå íåîáõîäèìî ïîòðàòèòü ïðåäïðèÿòèþ íà ðàçâèòèå ïðîèçâîäñòâà. Âèä

ôóíêöèîíàëà (10) îïðåäåëÿåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî â ýêîíîìè÷åñêèõ

çàäà÷àõ îïòèìàëüíûé ïðîöåññ äîëæåí ìàêñèìèçèðîâàòü íå òîëüêî ñóììàð-

íóþ òåêóùóþ ïîëåçíîñòü (èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ôóíêöèîíàëå (10)), íî è âñþ

ïîñëåäóþùóþ ïîëåçíîñòü (òåðìèíàëüíûé ÷ëåí â ôóíêöèîíàëå (10)).

Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ôîíäîâîîðóæåííîñòü ïðåäïðè-

ÿòèÿ â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè:

K(tj)

L(tj)
≥ cj, tj ∈ [0,∞), j = 1, q. (11)

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ x(t) = K(t)
L(t) . Ïðè äàííîé çàìåíå

çàäà÷à (7)-(10) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé:

ẋ(t) = u(t)f(x(t))− µx(t), x(0) = x0, (12)

u(t) ∈ Uε, (13)

x(tj) ≥ cj, j = 1, q, (14)

J0(x, u, T ) =

∫ T

0

f0(x, u, t)dt+ e−ρT ln f(x(T )) −→ max
x,u,T

, T ∈ [0,∞), (15)

ãäå f0(x, u, T ) = e−ρt[ln(1− u(t)) + ln f(x(t))], f(x) = 1
L(t)F

(
K(t)
L(t) , 1

)
.

Îáîçíà÷èì: (x̂(t), û(t), T̂ ) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12)-(14).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (x̂, û, T̂ ) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12)-(14). Òî-

ãäà ñóùåñòâóþò èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè ψj(t) ∈ Rn, j = 0, q, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

max
u∈V

min
j∈M0

∫ T̂

0

ψj[f0(x̂, u, t)− f0(x̂, û, t)]dt = 0,

ãäå

ψj(t) =

ψ̄j(t), t ∈ [0, tj],

0, t ∈ (tj, T̂ ];

M0 = M ∪ {0}, M = {j | x̂(tj) = cj, j = 1, q};
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˙̄ψj(t) = −ψ̄j(t)(û(t)f ′(x̂(t))− µ), ψ̄j(tj) = 1, t ∈ [0, T̂ ];

ψ̇0(t) + ψ0(û(t)f ′(x̂(t))− µ) +
e−ρt

f(x̂(t))
f ′(x̂(t)) = 0, ψ0

ˆ(T ) = e−ρT
f ′(x̂(T̂ ))

f(x̂(T̂ ))
;

˙̂x(t) = û(t)f(x̂(t))− µx̂(t), x̂(t) = x0, t ∈ [0, T̂ ].
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðè íàïèñàíèè ìàãèñòåðñêîé ðàáîòû áûë ðàññìîòðåí è èçó÷åí ðÿä âî-

ïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ çàäà÷è ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è òåîðèè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ â öåëîì.

Èññëåäîâàëàñü ìîäåëü Ðàìñåÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðåäïðèÿòèÿ îäíî-

ñåêòîðíîé ýêîíîìèêè ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì óïðàâëåíèÿ, èìåþùàÿ îãðà-

íè÷åíèÿ íà ôîíäîâîîðóæåííîñòü. Äëÿ äàííîé ìîäåëè áûëè ïîëó÷åíû è äî-

êàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà Äóáîâèöêîãî-Ìèëþòèíà. Ïîìèìî ýòîãî, èçó÷åí ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà.

Òàêæå ââåäåíî ïîíÿòèå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè è îïèñàíû åå ñâîé-

ñòâà. Â êà÷åñòâå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè Ðàì-

ñåÿ âûñòóïàëà êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êîááà-Äóãëàñà.

Êðîìå òîãî, áûë ðàññìîòðåí ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà, ñîñòàâëåí àë-

ãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà,

âû÷èñëÿþùàÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â îäíîé çàäà÷å ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà

äàííûì ìåòîäîì. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî áû-

ëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå òàáëèö è ãðàôèêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííûå öåëè ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòèãíóòû-

ìè.
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