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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ðèñêà (ðàññìàòðèâàåìàÿ òàêæå, êàê äèíàìè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿ) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äîãîâîðû ñòðàõîâàíèÿ çàêëþ÷à-

þòñÿ ñòðàõîâùèêîì â ìîìåíòû âðåìåíè, îáðàçóþùèå íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ, êàæäûé èç äîãîâîðîâ èìååò ñâîþ ñîáñòâåííóþ äëèòåëüíîñòü.

Â òå÷åíèå âðåìåíè äåéñòâèÿ çàêëþ÷åííîãî äîãîâîðà ïðîèñõîäÿò íåêîòî-

ðûå ñòðàõîâûå ñîáûòèÿ, ïðèâîäÿùèå ê óáûòêàì ñòðàõîâîé êîìïàíèè - ñòðà-

õîâùèêà.

Òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íà êîíå÷íîì, òàê è íà áåñêî-

íå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàÿ äàííóþ ìîäåëü âñåãäà ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ íàëè÷èå íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, âûäåëÿåìîãî ñòðàõîâùèêîì

äëÿ äàííîãî ñòðàõîâîãî ïîðòôåëÿ.

Ïîä ïðîöåññîì ðèñêà áóäåì ïîíèìàòü ïðîöåññ èçìåíåíèÿ êàïèòàëà ñòðà-

õîâîé êîìïàíèè, êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ ïî äâóì ïðè÷èíàì: îí óâåëè÷èâàåòñÿ

áëàãîäàðÿ ïîñòóïëåíèþ âçíîñîâ îò êëèåíòîâ (ñòðàõîâûõ ïðåìèé) è óìåíüøà-

åòñÿ èç-çà ñòðàõîâûõ âûïëàò.

Îñíîâíîé öåëüþ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðèñêà êàê ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåò-

ðîâ äåÿòåëüíîñòè òàêèõ, êàê, ñòðàõîâûå òàðèôû (ñòàâêè ñòðàõîâûõ ïðåìèé)

è ñòðàõîâûå âûïëàòû.

Ïðè ïðèíÿòèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ðóêîâîäñòâóþòñÿ ðàçëè÷íû-

ìè êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñòîõàñòè÷íîñòü ïðîöåññà ðèñêà, ìîæíî îïðåäå-

ëèòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíûõ ñòðàõîâûõ âûïëàò çà ðàññìàò-

ðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è, çíàÿ ýòî ðàñïðåäåëåíèå, âû÷èñëèòü ðàçìåð

ñòðàõîâûõ ïðåìèé, ãàðàíòèðóþùèé æåëàåìûé îáúåì ðåçåðâà ñ òðåáóåìûì

óðîâíåì äîñòîâåðíîñòè. Êàê ïðàâèëî, òàêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðåäåëå-

íèåì ñóììàðíûõ ñòðàõîâûõ âûïëàò, ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ïðåäåëüíûõ òåîðåì

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, âêëþ÷àþùèìè êàê ñîáñòâåííî ïðåäåëüíûå òåîðåìû, òàê

è òåîðèþ áîëüøèõ óêëîíåíèé.

Äðóãèì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ôóíêöè-

îíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, ïîä êîòî-

ðîé ïîíèìàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîöåññ ðèñêà îïóñòèòñÿ íèæå íåêî-

òîðîãî óðîâíÿ â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè (êîíå÷íîãî èëè
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áåñêîíå÷íîãî). Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ïðåä-

ñòàâëÿþò åùå îäíî âàæíîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà.

Áîëåå òîãî, êàê ïðàâèëî, çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììàð-

íûõ ñòðàõîâûõ âûïëàò, ðåøàþòñÿ òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è çàäà÷è òåîðèè

èíäèâèäóàëüíîãî ðèñêà. Ïîýòîìó èìåííî çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì âå-

ðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, äàþò îñíîâàíèÿ ãîâîðèòü î ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êîë-

ëåêòèâíîãî ðèñêà êàê î ñàìîñòîÿòåëüíîì íàïðàâëåíèè ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè.

Òàê êàê ðàñ÷¼ò ðèñêà ðàçîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâ äëÿ äàëü-

íåéøåãî óñïåøíîãî ðàçâèòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ, àêòóàëüíîñòü îïðåäåëèëà âûáîð

òåìû äàííîé ðàáîòû: "Äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ðèñ-

êà".

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëîñü èçó÷åíèå ïðîöåññîâ â ñòðàõîâàíèè, èõ îñíîâíûõ

õàðàêòåðèñòèê è ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ - äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëëåêòèâ-

íîãî ðèñêà - ìîäåëü Ñïàððå Àíäåðñåíà.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ - õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ñòðàõîâàíèÿ (âå-

ðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ).

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé â ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëå-

äóþùèå çàäà÷è:

� ðàññìîòðåòü ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà: ïðîöåññ ðèñêà Ñïàððå Àí-

äåðñåíà, êëàññè÷åñêèé ïðîöåññ, à òàêæå ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ðèñêà;

� îïðåäåëèòü ïðîñòåéøèå è èíôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà, à òàêæå ñóììàð-

íûå âûïëàòû äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà;

� ðàññìîòðåòü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, ïîëó÷èòü äëÿ íå¼ àñèìïòîòè÷åñêèå

ðàçëîæåíèÿ ïðè ìàëîé íàãðóçêå è îïðåäåëèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè âå-

ðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ;

� ñìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòà-

òèñòè÷åñêèõ îöåíîê îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê äàííîãî ïðîöåññà;
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1 Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç òð¼õ ãëàâ.

Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìîäåëÿì êîëëåêòèâíîãî ðèñêà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåêóùèé ðåçåðâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, êîòîðûé

ñêëàäûâàåòñÿ èç íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u è ñòðàõîâûõ ïðåìèé, âíåñåííûõ êàæ-

äûì êëèåíòîâ, çàêëþ÷èâøèõ êîíòðàêò â òå÷åíèå âðåìåíè [0, t], çà âû÷åòîì

ñòðàõîâûõ âûïëàò ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì â òå÷åíèå ýòîãî èíòåðâàëà.

Ïóñòü υi - ñòðàõîâîé âçíîñ i-ãî êëèåíòà. Òîãäà äîõîä ñòðàõîâîé êîìïà-

íèè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t] áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå:

W+(t) =
N+(t)∑
i=1

υi,

ãäå N+(t) - êîëè÷åñòâî êîíòðàêòîâ, çàêëþ÷åííûõ çà âðåìÿ [0, t].

Òàêæå ðàññìîòðèì òàêèå ïîêàçàòåëè, êàê Ti è θi, i ≥ 1, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåíòîâ è ðàçìåðîâ ñòðàõîâûõ âûïëàò ñîîòâåò-

ñòâåííî (0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ ...). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N−(t) = max{n : Tn ≤ t},
òî åñòü N−(t) - åñòü êîëè÷åñòâî ñòðàõîâûõ âûïëàò çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè

[0, t]. Òîãäà ñóììàðíûå ïîòåðè ñòðàõîâîé êîìïàíèè çà ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ

áóäóò ðàâíû:

W−(t) =
N−(t)∑
i=1

θi,

Äàäèì îïðåäåëåíèå ïðîöåññà ðèñêà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèåì:

W (t) = u+Wd(t),

ãäå Wd(t) = W+(t)−W−(t) =
N+(t)∑
i=1

υi −
N−(t)∑
i=1

θi.

ãäå u � âûñòóïàåò â ðîëè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè, à âåëè-

÷èíà Wd(t) ïðåäñòàâëåíà, êàê �äèíàìè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà� ðåçåðâà ñòðàõîâîé

êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t.

À òàêæå îáîçíà÷èì ìîìåíò ðàçîðåíèÿ, êàê

τ = inf{t : W (t) < 0}.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè âåëè÷èíû Ti, θi è i ≥ 1,à òàêæå ïðîöåññW+(t)

ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, òî è ñàì ïðîöåññ ðèñêà W (t), âìåñòå ñ ìîìåíòîì ðà-

çîðåíèÿ τ òàêæå áóäóò ñëó÷àéíû.

Âåëè÷èíû âèäà:

ψ(u) = P (τ <∞|W (0) = u) è ψ(t, u) = P (τ ≤ ∞|W (0) = u)

áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòÿìè ðàçîðåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì è êîíå÷íîì ïðîìå-

æóòêå âðåìåíè, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå u.

Èíîãäà èñïîëüçóþò áîëåå óäîáíóþ ôîðìóëó ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ:

Φ(u) = 1− ψ(u), u ≥ 0 (äëÿ u < 0,Φ(u) = 0).

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ìîäåëè òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû υi, i = 1, 2... íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, à òàêæå îò ïðîöåññà

N+(t) è èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñàìûì ïðîñòûì ïðåäïîëîæåíèåì î âèäå ïðîöåññà N+(t) ÿâëÿåòñÿ, åñòå-

ñòâåííî, òî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ � îäíîpîäíûé ïóàññîíîâñêèé ñ íåêîòîðîé èí-

òåíñèâíîñòüþ λ+ è ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà b = Eυ1, òîãäà:

EW+(t) = bλ+t, t ≥ 0.

Åñëè âîêðóã ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàçáðîñ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû υi âîêðóã b íåâåëèê, òî ñòóïåí÷àòûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

W+(t), êîòîðûé îïèñûâàåò äîõîä ñòpàõîâîé êîìïàíèè, ìîæíî ïpèáëèçèòü åãî

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, èìåþùèì âèä ëèíåéíîé ôóíêöèè:

W+(t) ≈ ct, ãäå c = bλ+.

Àíàëîãè÷íî, äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θi, i =

1, 2..., íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé è îò ïðîöåññà N−(t). Òàêæå ïóñòü ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû θi èìåþò îäíó è òó æå ôóíêöèþ pàñïpåäåëåíèÿ F (x), à ïðîöåññ

N−(t) - ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ, òî åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θi =

Ti − Ti−1, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.

Áîëåå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Eθ1 = µ <∞ è Eϑ1 = α <∞.
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ âèäà:

W (t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

θi, t ≥ 0,
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áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññîì ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà, ãäå u - íà÷àëüíûé

êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè, c > 0, N(t) � ïpîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, θ1, θ2, . . .

� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îáùåé ôóíêöèåé pàñïpåäåëåíèÿ F (x)

òàêîé, ÷òî F (0) = 0, íåçàâèñèìûå îò ïðîöåññà N(t).

Â ðàññìîòðåíèè îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà N(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ, òîãäà:

N(t) = max

{
n > 0 :

n∑
i=1

Ti ≤ t

}
,

ãäå {Ti} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {θi}.
Òîãäà âåëè÷èíà W (t) ïðè äàííîì ïðåäïîëîæåíèè â ìîìåíòû {ti = T1 +

...+ Ti} ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

W (ti) = W (ti−1) + cTi − Y θi, ãäå i = 1, 2, ...; t0 = 0,W (t0) = r.

Äàííàÿ çàïèñü äåìîíñòðèðóåò ôàêò òîãî, ÷òî ïî ñóòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüWi = W (ti) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ïîðîæäàåìîå âå-

ëè÷èíàìè cTi−θi, è òðàäèöèîííîé çàäà÷åé êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðèñêà ÿâëÿåò-
ñÿ èçó÷åíèå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, òî åñòü âåëè÷èíû P (miniWi < 0 = ψ(r)),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î âåðîÿòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì

{Wi} íóëåâîãî óðîâíÿ.
Âåëè÷èíó

ρ = cα−µ
µ = cα

µ−1 − 1

áóäåì íàçûâàòü íàãðóçêîé (èëè êîýôôèöèåíòîì áåçîïàñíîñòè), ïîä êîòîðîé

ïîíèìàåòñÿ ¾óäåëüíûé¿ äîõîä ñòðàõîâîé êîìïàíèè â åäèíèöó âðåìåíè.

Äàäèì îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîìó ïðîöåññó ðèñêà.

Ïðîöåññ Ñïàððå Àíäðåñåíà, â êîòîðîì N(t) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì

ïðîöåññîì ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ > 0 íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Èíûìè ñëîâàìè, êëàññè÷åñêèì ïðîöåññîì ðèñêà íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ âè-

äà:

W (t) = ct−
N(t)∑
i=1

θi, t ≥ 0,
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ãäå c > 0, N(t) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ íåêîòîðîé èíòåíñèâíîñòüþ λ, θ1, θ2, ..., θk-

íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x)

òàêîé, ÷òî F (0) = 0, è Eθ1 = µ > 0 è íåçàâèñèìûå îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

N(t). Çäåñü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θ1, θ2, ..., θk èìåþò ñìûñë ïîñëåäîâàòåëüíûõ

âûïëàò ñòpàõîâîé êîìïàíèè (ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé),N(t) èìååò ñìûñë èõ

êîëè÷åñòâà äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, à êîýôôèöèåíò c ðàâåí (ïîñòî-

ÿííîé) èíòåíñèâíîñòè ñòðàõîâûõ ïðåìèé.

È äëÿ äàííîãî ïðîöåññà íàãðóçêà óæå áóäåò èìåòü èíîé âèä:

ρ = c−λµ
λµ = c

λµ − 1.

Äëÿ ïðîöåññà ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà W(t) áóäåò èìåòü âèä:

EW (t) = u+ (c− µ
α)t.

Ïîýòîìó, åñëè cα < µ,ò.å. ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîé íàãðóçêå áåç-

îïàñíîñòè, òî îæèäàåìîå çíà÷åíèå påçåpâà ëèíåéíî óáûâàåò ñ pîñòîì t. Â

òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïpè ëþáîì çíà÷åíèè íà÷àëüíîãî êàïèòàëà

u âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ψ(u) pàâíà åäèíèöå.

Äàëåå âíèìàíèå áóäåò óäåëÿòüñÿ ïðîñòåéøåìó ïóàññîíîâñêîìó ïðîöåñ-

ñó, äåëàÿ àêöåíò íà òåõ ñâîéñòâàõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü åãî îñíîâíîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîòîêà ñîáûòèé, êîòîðûå àáñîëþòíî õàîòè÷íî ðàñ-

ñðåäîòî÷åíû âî âðåìåíè. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ âèäà {ξ(t), t ≥ 0}, íàçûâàåòñÿ
ïóàññîíîâñêèì, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 ñâîéñòâî: ξ(t) � ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, òî åñòü äëÿ

ëþáûõ n, t0, . . . , tn (ãäå n � íàòóðàëüíîå, à t0, t1, . . . , tn � âåùåñòâåííûå) ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ξ(t1)− ξ(t0), . . . , ξ(tn)− ξ(tn−1) íåçàâèñèìû;

2 ñâîéñòâî: ξ(t) � îäíîðîäíûé ïðîöåññ, òî åñòü äëÿ ëþáûõ s, t è h > 0

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ(t+h)− ξ(t) è ξ(t+h)− ξ(s) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû;
3 ñâîéñòâî: ξ(0) = 0;

4 ñâîéñòâî: ïðè h ↓ 0 è íåêîòîpîì λ > 0:

P (ξ(h) = 0) = 1− λh+ o(h);

P (ξ(h) = 1) = λh+ o(h);

P (ξ(h) ≥ 2) = o(h).

P (ξ(t) = k) = e−λt (λt)k

k! , k = 0, 1, ...
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

ñ ïàðàìåòðîì λt,

ξ(t) ∼ P (λt).

Èòàê, ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ñâîéñòâî 4 îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ïóàññîíîâñêîãî

ïðîöåññà íå óáûâàþò, êóñî÷íî-ïîñòîÿííû, íåïðåðûâíû ñïðàâà, à èõ ñêà÷êè

èìåþò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ åäèíèöå.

Ïàðàìåòð λ íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà è èìå-

åò ñìûñë ñðåäíåãî ÷èñëà ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà çà åäèíèöó âðåìå-

íè:

Eξ(t) ≡ Dξ(t) ≡ λt.

Òî÷êàìè ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà íàçîâåì τ0 = 0, τ1 è ò.ä.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, â êîòî-

ðîì âåëè÷èíû τn − τn−1, n ≥ 0 îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî

Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ, ýòè âåëè÷èíû íåçà-

âèñèìû. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè, ÷òîáû îïðåäåëèòü òèï ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ âå-

ëè÷èí, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü îäíó èç íèõ. Âîçüìåì, ê ïðèìåðó,τ1−
τ0 = τ1.Ñîáûòèå {τ1 > t} áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñîáûòèþ {ξ(t) = 0} è ïîýòîìó

P (τ1 ≤ t) = 1− P (τ1 > t) = 1− P (ξ(t) = 0) = 1− e−λt.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τn−τn−1, n ≥ 1,íåçàâèñèìû è èìåþò

îäíî è òî æå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Åñëè â ïóàññîíîâñêîì ïðîöåññå òî÷êè ñêà÷êîâ îòîæäåñòâèòü ñ ìîìåíòà-

ìè ðåãèñòðàöèè íåêîòîðûõ îäíîòèïíûõ ñîáûòèé, òî ñìûñë îáùåãî êîëè÷åñòâà

ñîáûòèé, çàðåãèñòðèðîâàííûõ äî ìîìåíòà t ïðèíèìàåò ξ(t). Â ýòîì ñìûñëå

îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ êàê òî÷å÷-

íûé ïðîöåññ íà ïîëóïðÿìîé t ≥ 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {τn}n≥1 íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íûì

ïðîöåññîì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

10. Åñëè τn <∞, òî τn+1 > τn;

20. Äëÿ âñÿêîãî t <∞ íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî τn+1 > t.

Ñëó÷àéíóþ (ñ÷èòàþùóþ) öåëî÷èñëåííóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ìåðó ν(A),

îïðåäåë¼ííóþ íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ A, ìîæíî ñâÿçàòü ñî âñÿêèì òî-

÷å÷íûì ïðîöåññîì {τn}n≥1 ïîëîæèâ
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ν(A) =
∞∑
k=1

l(τk ∈ A).

Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷å÷íîãî ïðîöåññà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðåàëè-

çàöèþ ñëó÷àéíîé ñ÷èòàþùåé ìåðû è íàîáîðîò, ïîýòîìó èíîãäà òî÷å÷íûå ïðî-

öåññû îïðåäåëÿþò, êàê ñëó÷àéíûå ìåðû. Íàïðèìåð, åñëè A = [0; t), a{τn}n≥1

- òî÷êè ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t), òî, î÷åâèäíî,

ν([0; t]) = ξ(t).

Äàëåå äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ðàññìàòðåíû èíôîðìàöèîííûå ñâîé-

ñòâà.

Ïîêàçàòåëüíîå pàñïpåäåëåíèå õàpàêòåpèçóåò ïóàññîíîâñêèé ïpîöåññ â

êëàññå ïpîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ âèäà:

ν(t) = max{n : ξ0 + ξ1 + ...+ ξn ≤ t},

íàçîâåì ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ, åñëè ξ0 = 0, à ξ1, ξ2, ...- íåçàâèñèìûå.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {ξj}j≥1ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ èìåþò ïî-

êàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì λ > 0, òî ν(t)� ïóàññî-

íîâñêèé ïðîöåññ.

Ïóñòü ε � ýêñïåpèìåíò, â êîòîpîì ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ ëèøü îäèí èç

n èñõîäîâ A1, ..., An.

Îáîçíà÷èì

P (Ai) = pi(p1 + ...+ pn = 1).

Òîãäà ìû ìîæåì ñ÷èòàòü èíôîpìàöèþ, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ýòîãî

ýêñïåpèìåíòà, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïpèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ I(A), ..., I(An)

ñîîòâåòñòâåííî ñ âåpîÿòíîñòÿìè p1, ..., pn.Îáîçíà÷èì ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Q(ε).

Ââåäåì ñëåäóþùóþ èíòåãpàëüíóþ èíôîpìàöèîííóþ õàpàêòåpèñòèêó ε,

íàçûâàåìóþ ýíòðîïèåé H(ε) ýêñïåðèìåíòà ε:

H(ε) = EQ(ε) = −
∑n

i=1 pi log pi.

Ýíòpîïèÿ ýêñïåpèìåíòà ìîæåò ñëóæèòü ìåpîé åãî íåîïpåäåëåííîñòè,

÷òî ïîäòâåpæäàåòñÿ ñîâïàäåíèåì ñâîéñòâ ôîpìàëüíî ââåäåííîé âåëè÷èíû
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H(ε), ïpèâîäèìûõ â ñëåäóþùåé òåîpåìå, ñ îæèäàåìûìè ñ ïîçèöèé çäpàâîãî

ñìûñëà ñâîéñòâàìè pàçóìíîé ìåpû íåîïpåäåëåííîñòè.

Òåîpåìà 1. Âåëè÷èíà H(ε) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. H(ε) ≥ 0, ïpè÷åì pàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò i ∈ {1, ..., n}òàêîå, ÷òî pi = 1.

2. Ïóñòü ε0� ýêñïåpèìåíò ñ n pàâíîâåpîÿòíûìè èñõîäàìè. Òîãäà H(ε) ≤
H(ε0),êàêèì áû íè áûë ýêñïåpèìåíò ε ñ òàêèì æå ÷èñëîì n âîçìîæíûõ èñ-

õîäîâ.

3. Ïóñòü ε1� ýêñïåpèìåíò ñ n−1 èñõîäîì, ïîñòpîåííûé èç ýêñïåpèìåíòà

ε ñ ïîìîùüþ îáúåäèíåíèÿ äâóõ èñõîäîâ, ñêàæåì, Ai è Aj(i 6= j),è ïóñòü

ε2 � ýêñïåpèìåíò ñ èñõîäàìè Ai è Aj, âåpîÿòíîñòè êîòîpûõ (â pàìêàõ ε2)

ñîîòâåòñòâåííî pàâíû:

pi = (pi + pj) è pj = (pi + pj).

Òîãäà

H(ε) = H(ε1) + (pi + pj)H(ε2).

4. Ýíòpîïèÿ H(ε) çàâèñèò íå îò A1, ..., An, à îò p1, ..., pn, áóäó÷è ñèì-

ìåòpè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåpåìåííûõ p1, ..., pn.

5. Ýíòpîïèÿ H(ε) - íåïpåpûâíàÿ ôóíêöèÿ îò p1, ..., pn.

À òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ñóììàðíûå âûïëàòû äëÿ ïóàññîíîâñêîãî

ïðîöåññà.

Ðåçåðâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, îïèñûâàåìûé ïðîöåññîì ðèñêà Ñïàððå Àí-

äåðñåíà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N(t) â íàøåì ñëó÷àå íåçàâèñèìà îò

ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé θ1, θ2, ... äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè):

P (W (t) < x) = 1−
∞∑
n=1

P (N(t) = n)F ∗n(u+ ct− x+ 0),

ãäå F ∗n- n-êðàòíàÿ ñâ¼ðòêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P (θ1 < x) ñ ñàìîé

ñîáîé: F ∗0(x) � ýòî âûðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ åäèíñòâåííûì

ñêà÷êîì â íóëå, F ∗1(x) = F (x),à äëÿ n ≥ 2

F ∗n(x) =
x∫
0

F ∗(n−1)(x− y)dF (y).
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Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûN(t), èìåþùåé ïóàññîíîâñêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λt èìååì:

P (W (t) < x) = 1− ε−λt (λt)n

n! F
∗n(u+ ct− x+ 0).

Âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì çàòðóäíåíû, äàæå åñëè

ìû àáñîëþòíî òî÷íî çíàåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Ïîýòîìó ðàçóìíî

èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ðåçåðâà ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðè áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà âûïëàò

è/èëè äëÿ äîñòàòî÷íî óäàëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Ïpèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ôàêòà, ÷òî êëàññè÷åñêèé ïpîöåññ pèñêà àñèìï-

òîòè÷åñêè íîpìàëåí ïpè λt → ∞. Äëÿ ïpîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïpî-

öåññ ñ äèñêpåòíûì âpåìåíåì Wn, n = 0, 1, ..., ïîëàãàÿ Wn = W (n) (âìåñòî

ïpîöåññà W (t) ñ íåïpåpûâíûì âpåìåíåì).

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ïpåäïîëîæåíèå õîpîøî ñîãëàñóåòñÿ,

òàê êàê îáû÷íî âpåìÿ èçìåpÿåòñÿ äèñêpåòíûìè åäèíèöàìè: ñóòêàìè, ÷àñàìè,

ìèíóòàìè. Â òàêîì ñëó÷àå ñîâñåì òpóäíî ïpåäñòàâèòü ñåáå påàëüíóþ ñèòóà-

öèþ, êîãäà ñòpàõîâàÿ êîìïàíèÿ ôèêñèpóåò ìîìåíòû âûïëàò ïî ñòpàõîâûì

ñëó÷àÿì ñ òî÷íîñòüþ äî ñåêóíä. Àíàëîãè÷íî, Nn = N(n).

Ïpåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {θj}j≥1 îäèíàêîâî pàñïpåäåëå-

íû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eθ1 = µ è äèñïåðñèåé Dθ1 = σ2 < ∞ è

N(t) � îäíîpîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïpîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ > 0.

Òåîpåìà 2. Êëàññè÷åñêèé ïpîöåññ pèñêà àñèìïòîòè÷åñêè íîpìàëåí: äëÿ

ëþáîãî x ∈ R

lim
n→∞

P

(
Wn−n(c−µλ)−u√

nλ(µ2+σ2)
< x

)
= Φ(x).

Ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè òàêæå ïðèñóùå ëþáîìó ïðî-

öåññó ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà, â êîòîðîì ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ èìåþò êî-

íå÷íûå äèñïåðñèè, à ïðîöåññ N(t) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëåí.

Òåîðåìà 2 äàåò âîçìîæíîñòü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λt èñïîëüçîâàòü

ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó, òî åñòü àïïðîêñèìèðóþùåå âûðàæåíèå âèäà:

P (W (t) < x) ≈ Φ(x−t(c−λµ)−u√
λt(µ2+σ2)

),

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ.

Ïîä ðàçîðåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì ñóììà ñòðàõîâûõ âû-

ïëàò ñòðàõîâùèêà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ áîëüøå ñóììû
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åãî íà÷àëüíîãî ðåçåðâà è ñóììû ñîáðàííûõ ñòðàõîâûõ ïðåìèé (òà ÷àñòü ïîë-

íîãî âçíîñà ñòðàõîâàòåëÿ, êîòîðàÿ çà÷èñëÿåòñÿ â ñòðàõîâîé ôîíä).

Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äëÿ ìîäåëè èíäèâèäóàëüíîãî

ðèñêà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èòîãîâûå ñóììû óáûòêîâ è ñòðàõîâûõ ïðåìèé

ïî âñåìó ñòðàõîâîìó ïîðòôåëþ.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà âåðî-

ÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü, êàê ìèíèìóì â òð¼õ ñìûñëàõ.

Âî - ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äàííûé ìî-

ìåíò âpåìåíè ñóììà óáûòêîâ ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíó ñòðàõîâîãî ôîíäà ñòðà-

õîâùèêà (òî åñòü ñóììû íà÷àëüíîãî êàïèòàëà è ñîáðàííûõ ê äàííîìó ìîìåí-

òó ñòðàõîâûõ ïðåìèé).

Âî - âòîpûõ, ìîæíî pàññìàòpèâàòü âåpîÿòíîñòü pàçîpåíèÿ íà ôèêñèpî-

âàííîì êîíå÷íîì èíòåpâàëå âpåìåíè, ïîä êîòîpîé ïîíèìàåòñÿ âåpîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî â òå÷åíèå pàññìàòpèâàåìîãî èíòåpâàëà âpåìåíè ñóììà óáûòêîâ õî-

òÿ áû pàç ïðåâçîéäåò âåëè÷èíó ñòðàõîâîãî ôîíäà ñòðàõîâùèêà.

Íàêîíåö, â - òpåòüèõ, ìîæíî pàññìàòpèâàòü âåpîÿòíîñòü pàçîpåíèÿ íà

áåñêîíå÷íîì èíòåpâàëå âpåìåíè, ïîä êîòîpîé ïîíèìàåòñÿ âåpîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî êîãäà-íèáóäü ñóììà óáûòêîâ ïðåâçîéäåò âåëè÷èíó ñòðàõîâîãî ôîí-

äà ñòðàõîâùèêà. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé èçó÷åí íàèáîëåå ãëóáîêî è âñåñòîpîííå.

Èìåííî åìó è áóäåò óäåëåíî îñíîâíîå âíèìàíèå ïpè pàññìîòpåíèè ìîäåëåé

êîëëåêòèâíîãî pèñêà.

Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îñíîâíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ïðîöåññà ðèñêà. Îäíèì èç ïðèçíàííûõ îñíîâîïîëîæíèêîâ òåîðèè êîë-

ëåêòèâíîãî ðèñêà ÿâëÿåòñÿ øâåäñêèé ìàòåìàòèê Ô. Ëóíäáåðã. Èìåííî â åãî

ðàáîòàõ áûëè ïîñòàâëåíû çàäà÷è îá îòûñêàíèè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ è ïðè-

âåäåíû ïåðâûå îöåíêè ýòîé âåðîÿòíîñòè, â ÷àñòíîñòè, çíàìåíèòîå íûíå íåðà-

âåíñòâî Ëóíäáåðãà. Îäíàêî åãî ðàáîòû íå ñîäåðæàëè ÷åòêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ôîðìóëèðîâîê è áûëè äîâîëüíî òðóäíû äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîñïðèÿòèÿ. Ïîýòî-

ìó âîçíèêíîâåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà îáû÷íî ñâÿ-

çûâàþò ñ èìåíåì âûäàþùåãîñÿ øâåäñêîãî ìàòåìàòèêà Ã. Êðàìåðà, â ðàáîòàõ

êîòîðîãî áûëî íà÷àòî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Åãî

êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â

çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, âîøëè âî ìíîãèå ó÷åáíèêè
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ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýòè ðåçóëüòàòû ñòàëè îñíîâîé äëÿ öåëîãî íàïðàâëå-

íèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ðèñêà, ðàññìàòðèâàþùåé ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ ïðè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåì íà÷àëüíîì êàïèòàëå. Ýòà ïðî-

áëåìàòèêà îñòàåòñÿ î÷åíü ïîïóëÿðíîé è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψ(u) â êëàññè÷åñêîì ïðîöåññå ðèñêà

W (t) ïðè ìàëîé íàãðóçêå áåçîïàñíîñòè, òî åñòü ïðè ρ −→ 0, ãäå

ρ = c−λµ
λµ = c

λµ − 1.

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Eθ3
1 < ∞, òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u > 0 ïðè ìàëîé íàãðóçêå áåçîïàñíîñòè ρ −→ 0

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå âèäà:

ψ(u) = 1
1+ρexp{−

2ρµu
(1+ρ)Eθ21

} × [1 + ( 2µEθ31
3(Eθ21)2

− 1)( 2ρµu
(1+ρ)Eθ21

− 1) ρ
1+ρ ] + o(ρ).

Äàëåå ðàññìîòðåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçî-

ðåíèÿ ïðè áîëüøîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êpàìåpà�Ëóíäáåpãà,

åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî L òàêîå, ÷òî

λ
c

∞∫
0

εLx[1− Fξ(x)]dξ = 1,

ïpè ýòîì L íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëóíäáåpãà.

Äëÿ r > 0 îáîçíà÷èì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîìåíòîâ

M(r) =
∞∫
0

εrxdF (x).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàãðóçêà áåçîïàñíîñòè ïîëîæèòåëüíà ρ > 0, òàê

êàê c > λµ.

Òåîpåìà 5. Ïpåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r0 (âîçìîæ-

íî, pàâíîå áåñêîíå÷íîñòè) òàêîå, ÷òî M(r) ↑ ∞ ïpè r ↑ r0, ïðèòîì ÷òî ôóíê-

öèÿ pàñïpåäåëåíèÿ F (x) ñòpàõîâûõ òpåáîâàíèé óäîâëåòâîpÿåò óñëîâèþ Êpà-

ìåpà�Ëóíäáåpãà, òîãäà

lim
u→∞

εLuψ(u) = ρµ
M ′(r)− c

λ

.

13



È áûëè ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñëå-

äóþùåãî âèäà:

Ce−Lu 6 ψ(u) 6 Ce−Lu,

ãäå

C = infy>0{e−Ly(1− F (y))(
∫∞
y eLzdF (z))−1}

C = supy>0{e−Ly(1− F (y))(
∫∞
y eLzdF (z))−1}

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà ðèñêà.

Â ñèëó ìíîæåñòâà ïðè÷èí ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé íèêî-

ãäà íå áûâàåò èçâåñòíî ñ èñ÷åðïûâàþùåé òî÷íîñòüþ. Àíàëîãè÷íî, èçíà÷àëü-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá èíòåíñèâíîñòè ïðåäñòîÿùèõ ñòðàõîâûõ âûïëàò ìîãóò

íå ñîâïàäàòü ñ ðåàëüíîé ñèòóàöèåé. Ïîýòîìó àíàëèòè÷åñêèå ìåòîä, ìîãóò

äàòü íåàêêóðàòíûå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ðèñêà.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü

ñâåðèòü àïðèîðíûå ðàñ÷¼òû, îïðåäåëÿþùèå âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ, ñ òåì,

êàê ðàçâèòèå ïðîöåññà ïðîèñõîäèò â äåéñòâèòåëüíîñòè.

Òåì ñàìûì ïåðåõîäèì ê çàäà÷å î ñòàòèñòè÷åñêîì îöåíèâàíèè âåðîÿòíî-

ñòè ðàçîðåíèÿ, à òàêæå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ðèñêà ïî ïðåäûñòîðèè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïàðà-

ìåòðû:

a) êîýôôèöèåíò c, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèåé è/èëè

äåéñòâóþùèì çàêîíîäàòåëüñòâîì;

b) ìîìåíòû îñóùåñòâëåíèÿ âûïëàò, à òî÷íåå ëèøü èíôîðìàöèÿ îá èõ

êîëè÷åñòâå N(t) äî ìîìåíòà âðåìåíè t;

ñ) ðàçìåðû ñòðàõîâûõ âûïëàò θ1, ..., θN(t) ;

Íåèçâåñòíûìè áóäåì ñ÷èòàòü: ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñòðàõîâûõ

âûïëàò è èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà âûïëàò −λ.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ

âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, ïðè ýòîì âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u èçâåñòíà

è ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíà:

ψ(u) = P
(

inf
t>0

W (t) < −u
)
.
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Ðàññìîòðèì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòèêè Êpà-

ìåpà�Ëóíäáåpãà. Èäåÿ äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ èõ ýìïèðè÷åñêèìè àíàëîãàìè.

Ïpè îïpåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà õâîñò ôóíêöèè pàñïpåäåëåíèÿ F (x) =

P (X1 < x) èç òåîðåìû 5 è ïpè áîëüøîì ñòàpòîâîì êàïèòàëå u ñïpàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå:

ψ(u) ≈ ε−Lu ρµ
M ′(L)− c

λ
,

ãäå L � ïîêàçàòåëü Ëóíäáåðãà, à M(r) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ1.

Ýìïèðè÷åñêèì àíàëîãîì M(r) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âèäà:

M̃(r) = 1
N(t)

N(t)∑
i=1

ερθi.

Ïîêàçàòåëü Ëóíäáåðãà, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

M(r) = cr
λ .

Íàèëó÷øåé îöåíêîé ïàðàìåòðà λ áóäåò ÿâëÿòüñÿ:

λ̃ = N(t)
t .

Îïðåäåëèì ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó L̃t ïàðàìåòðà L, çàìåíèâ óðàâíåíèå

åãî ýìïèðè÷åñêèì àíàëîãîì êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

N(t)∑
i=1

ερθi = crt.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ N(t), θ1, ..., θN(t)

(
M̃(r)

)′
= 1

N(t)

N(t)∑
i=1

θiε
rθi.

À òàêæå íàèëó÷øåé îöåíêîé äëÿ µ áóäåò ÿâëÿòüñÿ

θ̄ = 1
N(t)

N(t)∑
i=1

θi.
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Ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ïîäñòàâèì âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïàðàìåòðîâ è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó:

ψ̃1(u) = ε
˜−Lt(ct−N(t)θ̄

θ̄

[
N(t)∑
i=1

θiεL̃tθt−ct

] .

Â ñèëó çàìêíóòîñòè ôîpìóë, îïðåäåëÿþùèõ îöåíêó ψ̃1(u), ýòó îöåíêó

âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü. Îäíàêî ñëåïîå äîâåpèå ê ôîpìóëå ìîæåò ïpèâå-

ñòè ê ëîæíûì âûâîäàì. Ê ñîæàëåíèþ, àïïpîêñèìàöèÿ Êpàìåpà� Ëóíäáåpãà,

ëåæàùàÿ â îñíîâå äàííîé îöåíêè, ïpèìåíèìà ëèøü ïpè âûïîëíåíèè âåñü-

ìà ñópîâûõ óñëîâèé íà õâîñò ôóíêöèè pàñïpåäåëåíèÿ F (x), êëþ÷åâûì èç

êîòîpûõ ÿâëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòpîå åãî óáûâàíèå. Íà

ïpàêòèêå æå ïîâåäåíèå õâîñòà pàñïpåäåëåíèÿ íå èçâåñòíî íèêîãäà, ïîñêîëü-

êó çàêëþ÷åíèå î pàñïpåäåëåíèè F (x) ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî íà îñíîâàíèè

êîíå÷íîé âûáîpêè θ1, ..., θN(t) , à ñòàëî áûòü, äëÿ çíà÷åíèé àpãóìåíòà x, ïpå-

âîñõîäÿùèõ ìàêñèìàëüíîå èç íàáëþäåíèé θ1, ..., θN(t) , âûâîäû î ïîâåäåíèè

F (x) èñêëþ÷èòåëüíî íåíàäåæíû.

Òàêèì îápàçîì, âîçíèêàåò îïàñíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ïpàêòè÷åñêèõ âûâîäîâ:

âû÷èñëåíèÿ ïî ôîpìóëå ïpè ôèêñèpîâàííûõ íàáëþäåíèÿõ âñåãäà ïpèâîäÿò

ê êîíêpåòíîìó ÷èñëó, íî äàëåêî íå âñåãäà ÿñíî, êàêîå îòíîøåíèå ýòî ÷èñëî

èìååò ê îöåíèâàåìîé âåpîÿòíîñòè pàçîpåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýìïèðè÷åñêèå àíàëîãè âìåñòî èõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå:

ψ̃2(u) = 1
1+ρ̃(t) exp

{
− 2ρ̃(t)m1(t)u

(1+ρ̃(t))m2(t))

}
= N(t)θ̄

ct exp
{

2θ̄u(ct−N(t)θ̄)
ctm2(t)

}
,

ãäå m1(t) = θ̄,

mk(t) = 1
N(t)

N(t)∑
i=1

θki = 1, 2, 3, ...,

ρ̃(t) = ct
N(t)θ̄

− 1.

Çàìåíà òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ íà èõ ýìïèðè÷åñêèå àíàëîãè ïðèâîäèò

ê îöåíêå (èìååò ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå ρ̃(t)

ïîëîæèòåëüíî è íåâåëèêî):

ψ̃3(u) = 1
1+ρ̃(t) exp

{
− 2ρ̃(t)θ̄u

(1+ρ̃(t))m2(t)

}
×
[
1 +

(
2θ̄m3(t)
3m2

2(t)
− 1
)(

2ρ̃(t)θ̄u
(1+ρ̃(t))m2(t) − 1

)
ρ̃(t)

1+ρ̃(t)

]
.
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Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà Ñïàð-

ðå Àíäåðñîíà, êîãäà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θk èìååò ñëå-

äóþùèé âèä:

P (θ = k) = ((k+1)2−k2)
m2−1 , 1 ≤ k ≤ m− 1

Ïðîãðàììà ïîäñ÷èòûâàåò îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äàí-

íîãî ïðîöåññà: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ, êîýôôèöèåíò íàãðóç-

êè.

Äàëåå ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå íàõîäèò îöåíêó âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ, à òàêæå îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Äàííîå ìîäåëèðîâàíèå ñîçäàíî äëÿ ïîìîùè â íàõîæäåíèè îïòèìàëü-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíà â ÏÐÈËÎÆÅÍÈÈ A.

Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà ðèñêà Ñïàððå Àí-

äåðñîíà, êîãäà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θ èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

P (θ = k) = ((k+1)2−k2)
m2−1 , 1 ≤ k ≤ m− 1

Ïðîãðàììà ïîäñ÷èòûâàåò îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äàí-

íîãî ïðîöåññà: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ, êîýôôèöèåíò íàãðóç-

êè.

Äàëåå ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì êàïèòàëå íàõîäèò îöåíêó âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ, à òàêæå îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Äàííîå ìîäåëèðîâàíèå ñîçäàíî äëÿ ïîìîùè â íàõîæäåíèè îïòèìàëü-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíà â ÏÐÈËÎÆÅÍÈÈ A.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû áûëà ïîñâÿùåíà ìîäåëÿì êîëëåêòèâíîãî ðèñêà:

ïðîöåññó ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñîíà, êëàññè÷åñêîìó ïðîöåññó ðèñêà, ïóàññî-

íîâñêîìó ïðîöåññó, äëÿ íåãî áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòåéøèå è

èíôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà, à òàêæå ñóììàðíûå âûïëàòû.

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ,

áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèé ïðè ìàëîé íàãðóçêå áåçîïàñíî-

ñòè, íåðàâåíñòâà äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ: âûâîä íåðàâåíñòâ Ëóíäáåðãà è

äâóñòîðîííèõ îöåíîê.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðèñ-

êà Ñïàððå Àíäåðñîíà ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïðåäñòàâ-

ëåíà ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ïðè çàäàííîì ñòàðòîâîì

êàïèòàëå.

18



ÑÏÈÑÎÊ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

1 Øèðÿåâ, À.Í. Âåðîÿòíîñòü: â 2 ò. / À. Í. Øèðÿåâ. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004. Êí.1

- 520 ñ. Êí.2 - 408 ñ. 3-å èçä.

2 Êëèìîâ, Ã.Ï. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà / Ã. Ï.

Êëèìîâ. Ì.: Èçä-âî Ìîñê.óí-òà, 1983. - 328ñ.

3 Åðìàñîâ, Ñ. Â. Åðìàñîâà, Í. Á. Ñòðàõîâàíèå / Ñ. Â. Åðìàñîâ, Í. Á. Åðìà-

ñîâà. Ì.: Âûñøåå îáðàçîâàíèå, 2008. 443ñ.

4 Ãîëóáèí, À.Þ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ: ïîñòðîåíèÿ

è îïòèìèçàöèÿ / À. Þ. Ãîëóáèí. Ì.: Àíêèë, 2003. - 160ñ.

5 Êîðíèëîâ, È.À. Ýëåìåíòû ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè. Ó÷åáíîå ïîñîáèå / È.

À. Êîðíèëîâ. Ì.: Ìèð, 2004. 238ñ.

6 Ðîòàðü, Â.È. Áåíèíã, Â.Å. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñòðàõîâà-

íèÿ. � Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè / Â. È. Ðîòàðü,

Â. Å. Áåíèíã. 1994, ò.1, âûï.5

7 Ýìáðåõòñ, Ï. Êëþïïåëüáåðã, Ê. Íåêîòîðûå àñïåêòû ñòðàõîâîé ìàòåìàòè-

êè, Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí. / Ï. Ýìáðåõòñ, Ê. Êëþïïåëüáåðã. 1993,

ò. 38, âûï. 2

8 Áðóñîâ, Ï.Í. Ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà: Ó÷åáíîå ïîñîáèå / Ï. Í. Áðóñîâ, Ï.

Ï. Áðóñîâ, Í. Ï. Îðåõîâà. Ì: Êíîðóñ, 2013. 224c.

9 ×åòûðêèí, Å.Ì. Ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà / Å. Ì. ×åòûðêèí Ì: Äåëî, 2000.

400ñ.

10 Øèðÿåâ, À.Í. Òåîðèÿ ðèñêà / À. Í. Øèðÿåâ. Ì: ÌÃÓ, 1957. 581ñ.

11 Ôàëèí, Ã.È. Ôàëèí, À.È. Òåîðèÿ ðèñêà äëÿ àêòóàðèåâ â çàäà÷àõ / Ã. È.

Ôàëèí, À. È. Ôàëèí. Ì.: Ìèð, 2004. - 240ñ.

12 Êîðîëåâ, Â.Þ., Áåíèíã Â.Å., Øîðãèí Ñ.ß. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåî-

ðèè ðèñêà / Â. Þ. Êîðîëåâ, Â. Å. Áåíèíã, Ñ. ß. Øîðãèí. M.: Ôèçìàòëèò,

2011. � 591ñ.

13 Ëåìàí Ý. Òåîðèÿ òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ: Ïåð. ñ àíãë. / Ý. Ëåìàí. Ì.:

Íàóêà Ãë.ðåä.ôèç.ìàò.ëèò., 1991.- 448ñ.

14 Âåíòöåëü, À.Ä. Êóðñ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ / À. Ä. Âåíòöåëü. Ì.:

Íàóêà Ãë.ðåä.ôèç.ìàò.ëèò., 1975. - 320ñ.

19



15 Âîëêîâ, È.Ê. Çóåâ, Ñ.Ì. Öâåòêîâà, Ã.Ì. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû - ÌÃÒÓ

èì. Í. Ý. Áàóìàíà / È. Ê. Âîëêîâ, Ñ. Ì. Çóåâ, Ã. Ì. Öâåòêîâà. 1999. -

448ñ.

16 Ëèïöåð, Ð.Ø. Øèðÿåâ, À.Í. Ñòàòèñòèêà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ / Ð. Ø.

Ëèïöåð, À. Í. Øèðÿåâ. Ì.: Íàóêà Ãë.ðåä.ôèç.ìàò.ëèò., 1974.- 696ñ.

17 Ñõîðîõîä, À.Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè /

À.Â. Ñêîðîõîä. Ì.:Íàóêà, 1964. - 280ñ.

18 Åðìàêîâ, Ñ.Ì. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è ñìåæíûå âîïðîñû / Ñ. Ì. Åðìàêîâ.

Ì.: Íàóêà Ãë.ðåä.ôèç.ìàò.ëèò., 1975. - 328ñ.

19 Êîêñ, Ä.Ð. Ñìèò, Â.Ë. Òåîðèÿ âîññòàíîâëåíèÿ / Ä. Ð. Êîêñ, Â. Ë. Ñìèò.

Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1967. - 300ñ.

20 Ñòðàóñòðóï Á. ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ / Á. Ñòðàóñòðóï. Ì.:Áèíîì,

2011. - 1136ñ.

20


