
Министерство образования и науки Российской Федерации

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ
ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ

ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ
«САРАТОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

ИМЕНИ Н.Г. ЧЕРНЫШЕВСКОГО»

Кафедра математического анализа

Некорректные задачи математической физики

АВТОРЕФЕРАТ БАКАЛАВРСКОЙ РАБОТЫ

Студента (ки) 4 курса 421 группы
направления (специальности) 02.03.01 Математика и компьютерные науки

механико-математический факультет

Ройской Евгении Сергеевны

Научный руководитель
к.ф.-м.н., доцент Тимофеев В.Г.

Зав. кафедрой
д.ф.-м.н., профессор Прохоров Д.В.

Саратов 2016



ВВЕДЕНИЕ

Данная работа посвящена решению задач оптимального восстановления
операторов дифференцирования линейными ограниченными операторами на
заданных классах функций нескольких переменных. Данная задача тесно
связана с задачей С.Б. Стечкина о наилучшем приближении операторов диф-
ференцирования, норма которых ограничена некоторым числом N , а также
с неравенствами типа Ландау-Колмогорова

‖f (k)‖C ≤ Cn,k‖f‖(n−k)/n
C ‖f (n)‖k/nC ,

где f(x) – действительные или комплекснозначные функции, заданные на
числовой оси, (n− 1)-ая производная которых абсолютно непрерывна на лю-
бом конечном интервале, k, n – целые числа, которые удовлетворяют соот-
ношению 0 6 k < n, норма ‖f (n)‖C понимается как точная верхняя грань
абсолютных величин производных чисел функции f (n−1)(x), Cn,k – наимень-
шие возможные константы для любых заданных натуральных чисел k и n,
0 < k < n

Вопросы восстановления значений операторов являются объектом изуче-
ния теории некорректно поставленных задач. Задачи данного типа возника-
ют в теории интерполирования, приближения функций и в вычислительной
математике. Задачу восстановления оператора изучали С.Б. Стечкин, В.Н.
Габушин,Ю.Н. Субботин, А.Н. Тихонов, М.М. Лаврентьев, В.К. Иванов, В.Н.
Страхов, С.А. Смоляк, Н.С. Бахвалов, В.В. Иванов, В.А. Морозов, В.А. Ви-
нокуров, В.В. Васин, А.Г. Марчук, К.Ю. Осипенко и др. (см. библ. в [2]-[10]).

Цель работы: найти оптимальное восстановление операторов дифферен-
цирования линейными ограниченными операторами на заданных классах, по-
строить операторы оптимального восстановления.

Актуальность: во многих практических задачах возникает ситуация, ко-
гда необходимо знать (по возможности, точно) какую-либо характеристику
сигнала (скажем, его значение в данной точке, или интеграл от него, или
вообще целиком весь сигнал в той или иной метрике) по некоторой информа-
ции о самом сигнале (например, известны значения этого сигнала в данном
наборе точек или известны его коэффициенты Фурье, Тейлора и т.п.), ко-
торая может быть задана неполно и/или неточно. Математическая теория,
где ставятся и изучаются подобного рода задачи называется теорией опти-
мального восстановления. Она активно развивается последние несколько де-
сятилетий. Теория оптимального восстановления предлагает новый подход к
решению достаточно широкого класса задач, связанных с восстановлением
тех или иных характеристик объектов по неполной и/или неточной инфор-
мации о самих объектах. Важная особенность данного подхода заключается
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в том, что ставится задача о нахождении на данном классе элементов метода
восстановления, являющегося наилучшим среди всех возможных.

Основная часть данной работы состоит из семи разделов. Первый раз-
дел: "Задача об оптимальном восстановлении значений оператора дифферен-
цирования на множестве элементов, заданных с ошибкой". Второй раздел:
"Связь задачи восстановления с задачей С.Б. Стечкина о наилучшем при-
ближении оператора дифференцирования линейными ограниченными опера-
торами". Третий раздел: "Связь с экстремальными задачами типа Ландау-
Колмогорова". Четвертый раздел: "Задача об оптимальном восстановлении
оператора дифференцирования в метрике пространств L1". Пятый раздел:
"Задача об оптимальном восстановлении оператора дифференцирования в
равномерной метрике на классах функций, у которых значение итерирован-
ного оператора Лапласа из L2". Шестой раздел: "Задача об оптимальном вос-
становлении оператора дифференцирования в метрике пространства L2(Rm)
на классах функций, у которых значение итерированного оператора Лапласа
принадлежит L2(Rm)". Седьмой раздел: "Примеры применения".
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Основная часть данной работы состоит из семи разделов. В первом раз-
деле ставится задача об оптимальном восстановлении значений оператора
дифференцирования на множестве элементов, заданных с ошибкой.

Речь идет о задаче

ν(δ) = ν(δ,M) = inf
T∈M

U(δ, T )

восстановления оператора A, с помощью класса M на элементах множества
W , заданных с погрешностью δ, где

U(T ) = U(δ, T ) = sup
x∈W

sup
η∈S(x,δ)

‖Ax− Tη‖Y

S(x, δ) = {η ∈ X : ‖x − η‖ 6 δ} – шар в X радиуса δ с центром в точке x,
U(T ) – уклонение оператора T от оператора A на классе M, X, Y – линейные
нормированные пространства, A – оператор изX в Y с областью определений
D(A), W – множество элементов, лежащее в области определения оператора
A, M – заданный класс операторов из X в Y .

Нас будут интересовать два случая этой задачи, либо M – есть множество
O = O(X, Y ) всех операторов из X в Y , либо M – есть множество Z =
Z (X, Y ) линейных ограниченных операторов из X в Y . Используя величины

Ω(t) = sup
x,y∈W,
‖x−y‖X6t

‖Ax− Ay‖Y , ω(t) = sup
x∈W,
‖x‖X6t

‖Ax‖Y ,

были получены оценки величин ν(δ) и U(T ), а именно, если оператор A ли-
нейный, а множество W уравновешенное и выпуклое, то

ω(δ) 6 ν(δ,O) 6 U(δ, TK) 6 2ω(δ).

Во втором раздела рассматривается связь задачи восстановления с задачей
С.Б. Стечкина о наилучшем приближении оператора дифференцирования
линейными ограниченными операторами, норма которых ограничена некото-
рым числом N .

Пусть Z (N) – множество линейных ограниченных операторов T из X в
Y с нормой ‖T‖YX 6 N . Положим

E(N) = inf
T∈Z (N)

u(T ), u(T ) = sup
x∈W
‖Ax− Tx‖Y ;

E(N) – наилучшее приближение на W оператора A операторами класса
Z (N).
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Теорема 2.2. Если W – уравновешенное множество и A – однородный опе-
ратор, то

ω(δ) 6 ν(δ,O) 6 ν(δ,Z ) 6 ε(δ),

где
ε(δ) = inf

N>0
{E(N) + δN}.

В третьем разделе рассматривается связь с экстремальными задачами
типа Ландау-Колмогорова. Для того, чтобы найти величину оптимального
восстановления оператора дифференцирования рассмотрим(ли) решение экс-
тремальных задач типа Ландау-Колмогорова, а именно, получим(ли) оценку
производных для функции u, используя интегральное представление данной
функции и ее производных, а так же рассмотрим(ли) задачу С.Б.Стечкина о
наилучшем приближении оператора дифференцирования.

Теорема 3.4. При любом δ > 0 справедливы равенства

νδ(O) = νδ(Z ) =
√

2δ

и оператор Th является экстремальным при h =
√

2δ в задаче

νδ(M) = inf
T∈M

sup
{∥∥∥ ∂u

∂xi
− Tv

∥∥∥
C

: u ∈ Q, v ∈ C, ‖u− v‖C 6 δ
}
, i = 1, n

для M = O, M = Z , где

(Th) = − Γ(n/2)

(n− 2)2πn/2

∫
∂Πh

u(ξ + z)
∣∣∣∂2G(ξ, 0)

∂x1∂nξ

∣∣∣dξ,
является оператором наилучшего приближения

G(ξ, x) =


∞∑

k=−∞

{
ln 1

rk
− ln 1

ρk

}
, если n = 2;

∞∑
k=−∞

{
1

rn−2
k

− 1
ρn−2
k

}
, если n > 2.

В четвертом разделе работы расширены результаты предыдущего раздела
на случай пространства L1

Теорема 4.3. При любом δ > 0 справедливы равенства

νδ(O) = νδ(Z ) =
√

2δ

и оператор Th при h =
√

2δ является экстремальным в задаче восстановления
оператора дифференцирования

νδ(M) = inf
T∈M

sup
{∥∥∥ ∂u

∂xi
− Tv

∥∥∥
C

: u ∈ Q, v ∈ C, ‖u− v‖C 6 δ
}
, i = 1, n

для M = O, M = Z
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В пятом разделе найдем(нашли) величину оптимального восстановления
оператора дифференцирования в равномерной метрике на классах функций
из L2, у которых значение n – итерированного оператора Лапласа принадле-
жит L2, также рассмотрим(ли) соответствующие задачи.

Пусть
U2 = {u : u ∈ L2,∆

nu ∈ L2},

при этом итерированный оператор Лапласа ∆nu понимается в обобщенном
смысле : относительно пары функций u ∈ L2, v ∈ L2 считаем, что u ∈ U2 и
v = ∆nu, если для любой функции ϕ ∈ D справедливо равенство∫

Rn

vϕdx =

∫
Rn

u∆nϕdx.

Теорема 5.4. Пусть αi – целые неотрицательные числа, m, n – натуральные

числа, 0 6 k < 2n,
m∑
i=1

αi = k, m < 2(2n− k). При любом δ > 0 справедливы
равенства.

νδ(O) = νδ(Z ) =
( 4na

4n− 2k −m

) 4n−2k−m
4n ·

( 4nb

2k +m

) 2k+m
4n ·δ

4n−2k−m
4n .

Оператор Th при

h =
{ aδ(2k +m)

b(4n− 2k −m)

1/2n}
является экстремальным в задаче восстановления (5.21) оператора диффе-
ренцирования при M = O, M = Z

В шестом разделе найдем(нашли) величину оптимального восстановления
оператора дифференцирования в метрике пространства L2 на классах функ-
ций, у которых значение итерированного оператора Лапласа принадлежит
L2, также рассмотрим(ли) соответствующие задачи.

Теорема 6.4. Для любых целых чисел αi > 0, m, k, n при выполнении усло-
вий

k =
m∑
i=1

αi, 0 < k < 2n,

для любого δ > 0 справедливо равенство

νδO) = νδ(Z ) = ‖pk‖C(Sm−1)δ
2n−k
2n .

Оператор (6.8) при h = δ
1
2n является экстремальным в задаче восстановления

для M = O, M = Z .
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В седьмом разделе приведены формулировки соответствующих результа-
тов для итерированного и для k – итерированного оператора Лапласа.

Следствие 7.4. Пусть k, m, n – целые неотрицательный числа, 0 6 k <
n−m/4. Тогда, при При любом δ > 0 справедливо равенство

νδ(O) = νδ(Z ) =
( 4na

4n− 2k −m

) 4n−2k−m
4n ·

( 4nb

2k +m

) 2k+m
4n ·δ

4n−2k−m
4n

где

a =

√
4n− 4k −m

2m+1n2π
m−2
2 (m−2

2 )! sinπ 4k+m
4n

,

b =

√
4k +m

2m+1n2π
m−2
2 (m−2

2 )! sinπ 4k+m
4n

,

если m – четное и

a =

√
4n− 4k −m

2
m+5
2 n2π

m−1
2 (m− 2)!! sinπ 4k+m

4n

,

b =

√
4k +m

2
m+5
2 n2π

m−1
2 (m− 2)!! sinπ 4k+m

4n

,

если m – нечетное.

Следствие 7.7. Для любых натуральных чисел k, n, связанных соотноше-
нием 0 < k < 2n и для любого δ > 0 справедливо равенство

νδO) = νδ(Z ) = δ
n−k
n .

Оператор Th при h = δ
1
n является экстремальным в задаче восстановления

для M = O, M = Z .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе нашли оптимальное восстановление операторов диффе-
ренцирования линейными ограниченными операторами на заданных классах,
построили операторы оптимального восстановления, а также рассмотрели
задачи тесно связанные с данными, а именно, рассмотрели решение экстре-
мальных задач типа Ландау-Колмогорова,задачу С.Б.Стечкина о наилучшем
приближении оператора дифференцирования
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