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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

¾Îäíîé èç ñàìûõ êðàñèâûõ ãëàâ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ
ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé¿. Ýòî ñëîâà èç ïðåäèñëîâèÿ Å. Á. Äûíêè-
íà ê ïåðåâîäó êíèãè Äæ. À. Õàíòà. Ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè áûëè ââåäåíû
â àíàëèç Ô. Ãàðòîãñîì è Ô. Ðèññîì. Â îäíîé èç ïåðâûõ ìîíîãðàôèé ïî òåî-
ðèè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé È. È. Ïðèâàëîâ ïèñàë ñëåäóþùåå: ¾Ïîñëå òî-
ãî, êàê òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ðàçâèëàñü, åñòåñòâåííî
âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðèëîæåíèè èõ êàê îáùåãî êëàññà ôóêöèé ê òåîðèè ôóíê-
öèé îäíîãî êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ýòîò íîâûé ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä
ê ïðîáëåìàì òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû äà-
åò óïðîùåíèå äîêàçàòåëüñòâ è îáúÿñíÿåò ðÿä ïîëîæåíèé, íà ïåðâûé âçãëÿä íå
ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì; ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ðÿä
ïðèíöèïîâ â íàèáîëåå îáùåì âèäå äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé¿.

Òåîðèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îá-
ëàñòüþ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Èññëåäîâàíèÿì â ýòîé îáëàñòè ïîñâÿùåíû
ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû. Îíà íàõîäèò ñâîè ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, â òåîðèè ïîòåíöèàëà, â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ, â ãåîìåòðèè. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå ëþáîãî íîâîãî ðåçóëüòàòà â ýòîé
îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé êàê äëÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê è äëÿ
å¼ ïðèëîæåíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå è óñòàíîâèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ýòè ôóíêöèè ñâÿçàííû ñ ãàðìîíè÷åñêèìè òî÷íî
òàê æå, êàê âûïóêëûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî ñâÿçàííû ñ ëèíåéíûìè.
Âñëåä çà îïðåäåëåíèÿìè ìû äîêàçûâàåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷èâûõ ñâîéñòâ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèè. Äàëåå
áóäóò ðàñìîòðåííû: òåîðåìà Àäàìàðà î òðåõ êðóãàõ, òåîðåìà î äâóõ êîíñòàí-
òàõ,è òåîðåìà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà. Ýòè òåîðåìû èãðàþò âàæíóþ ðîëü.À
òàê æå ðåøåí ïðàêòè÷åñêèé ïðèìåð â ïàêåòå Wolfram Mathematica.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, îïðåäåëåííàÿ â
íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0 ýòîãî èí-
òåðâàëà, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî ïî ñòåïåíÿì x− x0:

a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n + · · · .

Îïðåäåëåíèå 2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, à ôóíêöèè, îáëàäàþùèå íåïðåðûâíûìè ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ â íåêîòîðîé îáëàñòè è ÿâ-
ëÿþùèåñÿ åãî ðåøåíèÿìè, íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â ýòîé îáëàñòè ôóíê-
öèÿìè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) áàëû àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî , ÷òîáû åå äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè áûëè
ñîïðÿæåííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â ýòîé îáëàñòè.

Â îñíîâå íàøèõ ðàññìîòðåíèé ëåæèò îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè:

Îïðåäåëåíèå 3. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ h(x, y) íàçûâàåòñÿ ñóáãàðìîíè-
÷åñêîé â îáëàñòè G, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) îíà îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè G, çà èñêëþ÷å-
íèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê èëè òî÷åê íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {(xn, yn)}, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûé òî÷åê âíóòðè G; ïðè ýòîì äëÿ
êàæäîé èñêëþ÷èòåëüíîé òî÷êè (xn, yn) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim
(x,y)→(xn,yn)

h(x, y) = −∞,

íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïîëàãàåì:

h(xn, yn) = −∞;

Â îïðåäåëåíèè ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè çàìåíÿåòñÿ äðóãèì, áîëåå îáùèì:

h(x0, y0) > lim(x,y)→(x0,y0)h(x, y)

2) äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y) è âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

h(x, y) 6
1

2π

2π∫
0

h(x+ ρ cosα, y + ρ sinα) dα. (0.1)
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Ëåììà 1. Åñëè h(z) - äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G, è M = sup

z∈G
h(z) (M ìîæåò ðàâíÿòüñÿ áåñêîíå÷íî-

ñòè), òî â çàìêíóòîé îáëàñòè G ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, â
ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè h(z) ðàâíà M .

Ëåììà 2. (îñíîâíàÿ). Åñëè h(z)- ôóíêöèÿ, ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè G, è â êàæäîé òî÷êè ξ, ãðàíè÷íîé äëÿ îáëàñòè G, âûïîëíÿåòñÿ
îòíîøåíèå

lim
z→ξ

h(z) 6 0,

òî h(z) 6 0 âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè G, ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äëÿ êàêîé-ëèáî
âíóòðåííåé òî÷êè âîçìîæåí ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà h(z) ≡ 0.

Òåîðåìà 2. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, y), íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè G è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ â êàæäîé òî÷êå z0 ∈ G ñîîòíîøåíèþ

u(x0, y0) =
1

2π

2π∫
0

u(x0 + ρ cosα, y0 + ρ sinα)dα, 0 < ρ < ρ0 = ρ0(z0),

ãäå
0 < ρ < ρ0 = ρ0(z0),

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ýòîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 3. (Îáîáùåííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ.) Ïóñòü h(x, y) = h(z)
-ôóíêöèÿ, ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G, è u(x, y) = u(z) -
ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè G. Åñëè äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êè
ξ îáëàñòè G,çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ξ1, . . . , ξm
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
z→ξ

[h(z)− u(z)] 6 0, (0.2)

ïðè÷åì äëÿ êàæäîé òî÷êè ξ1(j = 1, . . . ,m)

lim
z→ξ

[h(z)− u(z)] < +∞, (0.3)

òî âñþäó âíóòðè G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h(z) 6 u(z),

â êîòîðîì ðàâåíñòâî äëÿ êàêîé-ëèáî âíóòðåííåé òî÷êè îáëàñòè äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

h(z) ≡ u(z).
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Òåîðåìà 4. Ëîãàðèôì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â êðóãî-
âîì êîëüöå D, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé ëîãàðèôìà ðàäèóñà òîé îêðóæ-
íîñòè, íà êîòîðîé áåðåòñÿ ìàêñèìóì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êè ξ 6= ξ0 â îáëàñòè G
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
z→ξ
|f(z)| 6 C, (0.4)

à â òî÷êå ξ0
lim
z→ξ0
|f(z)| <∞, (0.5)

òî |f(z)| 6 C âî âñåõ òî÷êàõ G, ïðè÷åì ðàâåíñòâî |f(z0)| = C(z0 ∈ G)
âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà f(z) ≡ const.

Òåîðåìà 5. (Ôðàãìåíà-Ëèíäåë¼ôà) Ïóñòü G åñòü óãîë ðàñòâîðà απ(0 6 α 6
2) è f(z) - ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè G è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-
ÿì:

1) äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êè ξ, ãðàíè÷íîé äëÿ îáëàñòè G,

lim
z→ξ
|f(z)| 6 C(<∞); (0.6)

2)

ρ = lim
r→∞

ln lnM(r)

ln r
<

1

α
, (0.7)

ãäå
M(r) = max[e, sup

|z|=r
|f(z)|] (z ∈ G).

Òîãäà
|f(z)| 6 C

â îáëàñòè G, ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà âî âíóòðåííåé òî÷êå ýòîé îáëàñòè âîç-
ìîæåí òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà f(z) ≡ const.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü G - óãîë ðàñòâîðà απ(0 < α 6 2) è f(z) - ôóíêöèÿ,
àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1) äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êè ξ, ãðàíè÷íîé äëÿ îáëàñòè G,

lim
z→ξ
|f(z)| 6 C;

2)

limr→∞
lnM(r)

r
1
α

6 0.

Òîãäà
|f(z)| 6 C

â îáëàñòè G, ïðè÷åì èç òîãî, ÷òî |f(z0)|, z0 ∈ G, âûòåêàåò, ÷òî f(z) ≡ const.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü D åñòü ïîëîñà øèðèíîé hπ:

−hπ
2
< y <

hπ

2
,

è f(z) ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
1) äëÿ êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êè ξ, ëåæàùåé íà ãðàíèöå D,

lim
z→ξ
|f(z)| 6 C(<∞)

è, êðîìå òîãî,
lim

x→−∞
|f(x+ iy)| 6 C;

2)

limx→+∞
lnµ(x)

exp x
h

6 0,

ãäå µ(x) = max[1, sup |f(x+ iy)|], −hπ
2 < y < hπ

2 .
Òîãäà â îáëàñòè D èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f(z)| 6 C,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî â òî÷êå z0 ∈ D âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî f(z) ≡
const.

Ðàññìîòðåí ïðèìåð

u(z) =
1

2π

π∫
−π

1− r2

1− 2r cos(φ− t) + r2
dt

ïðè
z = reiφ u(t) = |t− t3|,−π 6 φ 6 π, 0 < r < 1.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêòõ ôóíê-
öèé, äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, äîêàçàíû òåîðåìû òàêèå êàê, òåîðåìà Àäà-
ìàðà, òåîðåìà î äâóõ êîíñòàíòàõ, òåîðåìà Ôðàãìåíà-Ëèíäåë¼ôà è å¼ îáîáùå-
íèÿ. Ïîäñ÷èòàí ïðèìåð â ïàêåòå Wolfram Mathematica.
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